Marius Burtea Georgeta Burtea

REZOLVAREA PROBLEMELOR
DIN MANUALUL DE

MATEMATICA M2
CLASA A XI-A

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiintele naturii (TC + CD)
Filiera tehnologica, toate calificarile profesionale (TC). 3 ore/saptdmana.



Instructiuni de utilizare

Lucrarea de fata a fost ganditd pentru a veni in sprijinul elevilor in rezolvarea
problemelor din manual, fiind modele de rezolvare pentru orice tip de exercitii si
probleme pe care acestia le pot intalni in culegeri sau alte manuale de clasa a XI-a,
ajutandu-i 1n pregatirea pentru Olimpiadele de matematica sau examenul de
Bacalaureat.

Materialul este format in esentd din doua parti distincte:

Partea Intai, intitulata Elemente de calcul matriceal §i sisteme de ecuatii liniare, ce
cuprinde capitolele: Matrice, Determinanti si Sisteme de ecuatii liniare.

Partea a doua, intitulata Elemente de analizda matematicd, este formata din
urmatoarele capitole: Limite de functii, Functii continud, Functii derivabile si Studiul
functiilor cu ajutorul derivatelor.

Fisierul este organizat astfel:

> Partea I, intitulata Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare
v Enunturi
v’ Rezolviri
> Partea a IlI-a, intitulata Elemente de analiza matematicda
v Enunturi
v’ Rezolvari

Am conceput Cuprinsul acestei lucrari astfel incat sda se poatd urmari usor, in
paralel, cele doud problematici tratate: Enunturi si Rezolvari. In cazul in care aveti dubii
asupra unui enunt din acest material, pentru a gasi usor in manual problema propusd am
notat Tn cadrul Cuprinsului si pagina din manual unde se afla aceste exercifii si
probleme (coloana scrisd cu albastru).

Modul de utilizare a fisierului

Pentru a usura gasirea unei anumite probleme din manual sau a rezolvarii unui
anumit exercifiu am conceput acest material intr-o manierd simpla de utilizare. Astfel,
daca utilizatorul doreste sa vizualizeze setul de exercitii de la o anumita tematica, este
suficient ca, in pagina de Cuprins (pag.3), in coloana Enunfuri exercitii §i probleme
propuse in manual, sd se pozitioneze deasupra capitolului sau temei care il intereseaza
si sd actioneze butonul din stdnga a mouseului. Automat fisierul sare la pagina
corespunzatoare.

Similar se actioneazd si pentru ajungerea rapidd la pagina de rezolvari doritd,
actionand mouseul de data aceasta in coloana Rezolvdri exercitii §i probleme.

O datd ajuns 1n pagina doritd, intoarcerea la Cuprins se face prin apdsarea casetei cu
sdgeatd aflatd in partea dreaptd sus a fiecarei pagini inifiale a fiecarei sectiuni.

Va dorim mult succes la matematica

AURORII
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PARTEA 1

ELEMENTE DE CALCUL MATRICEAL
SISTEME DE ECUATII LINIARE

» Capitolul 1. Matrice
» 1.1. Tabel de tip matriceal. Matrice, multimi de matrice
» 1.2. Operatii cu matrice
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» Capitolul 2. Determinantii3
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» 3.2. Ecuatii matriceale

» 3.3. Sisteme de ecuatii liniare cu cel mult trei necunoscute. Forma matriceala
» Teste de evaluare

» Probleme recapitulative



PARTEA 1.

Elemente de calcul matriceal. Sisteme de ecuatii liniare

Capitolul 1. Matrice

1.1. Tabel de tip matriceal. Matrice, multimi de matrice

Enunturi Exercitii si probleme pag. 14 manual

Exersare

E1. Sa se scrie o matrice 4 € .75,(Z), B € .#,,( @), C €. .#,,4(R), X € .7, (C).

E2. Si se scrie:
a) o matrice coloana cu 4 linii; b) o matrice linie cu 4 coloane;
¢) matricea unitate de ordinul 5; d) matricea nula de tipul (3, 4).

E3. Se considera matricele:

A=|-7 8 -20:B=| 4 C=|-I ;D=(§ —i 5 —7).
0 —4 1 3 1+i

a) Sa se precizeze tipul matricelor 4, B, C, D.

b) Sa se scrie elementele matricei B si D precizand linia si coloana pe care sunt agezate.
Exemplu: by, =2, d; = NER

c¢) Sa se completeze:

Ayy =.oey A3y =y Ay =eury €3] =eesy Cop =y L HT =10, V3 =.,—4=.,
byy =..., d;, =... 51 altele.
d) Sa se precizeze valoarea de adevar a afirmatiilor:
* a;, +a,, + a;; reprezintd diagonala principald a matricei 4.
* diagonala secundard a matricei 4 are suma elementelor egala cu 12.
cay +by tcy —dy =3+1.
* -b123 '0321 ~d,=—12.

*ay; = by =5dy;.

: 3a—6 1-b >—4 : : .
E4. Matricea X = j a reprezintd matricea nuld de tipul (2, 3). Sa se
b —b c—12 4—2m

determine a, b, ¢, m €ER.

x+1 0 0
ES. Matricea 4=|4—y® 3u 1—1¢ | reprezinti matricea unitate de ordinul 3. Si se
2 2 2
z°+1 v° 1—x

determine numerele complexe x, y, z, ¢, u, v.



E6. Si se determine elementele necunoscute astfel incat sa aiba loc egalitatea:
2x+1 -1 —y+6 -1 x+y 2x—y 3 y+2
a) = ; b) = .
x+2y 5

5 xX—y |—5| 4-2x+y 4 2x+y
E7. Se considerd matricele 4 € .4, 5_, (C)si B € . # . , (C). Sé se determine m, n € Z astfel
incat sa fie posibila relatia 4 = B. ’

Sintezd

S1. Si se scrie matricea 4 = (a"f)4><4’ stiind cd a;; = max{i, j}, i, j=14.

S2. Si se scrie matricea B = (b"f')3><3’ stiind ca b = JHi =1, 3.

2, dacii=j
S3. Si se scrie matricea C =(c,~j)3x4, stiind cd c;; =11, dacdi>j .
(=D 4}, daci i<
4 2 4 4x -6 2
S4. Se dau matricele 4=|3 —2x 1 si B=| 0 —x? —10[.
5 6 y +6 -4 0 2y

a) Sa se scrie tr (4) sitr (B).

b) Pentru ce valori ale lui y are loc egalitatea as; + b33 = ay; — by, ?
c) Pentru ce valori ale lui x are loc egalitatea a,, +2b,, = a3, + by3?
d) Sa se determine x, y €R astfel ca tr(4) —tr(B) = a5 + by,.

SS5. Se dau matricele patratice

2x—1
A= 20
log,(a—1) 4y~ —3x

y: =2y
si B= 3 -9 lg 3
a+3bi—1 3-C?

a) Sa se determine x, y, a ER astfel incat 4 =1, .
b) Pentru ce numere x, y, a, b, n €R are loc egalitatea O, = B?

S6. Si se determine elementele necunoscute din urmatoarele egalititi de matrice:

2) a*—4  a+b _(2—61 -1 )'b) C2, Vx2+7|_[2-CF 4
(1-2x) =z -1 x=2) 32 3 4 log,a)

S7. Sa se determine numerele reale pozitive x, y, z, m, p pentru care urméitoarele matrice sunt
egale:

2—
A:(x x 2  B=

3 2"

2 1/);—3) C=(3x—4 y—S)
2 P :
m

3 C22+1 p



1.2. Operatii cu matrice

1.2.1. Adunarea matricelor

Enunturi Exercitii si probleme pag. 24 manual
Exersare
2 -1 3 -7 8 5
E1. Si se calculeze: a) + ;
5 4 =2 3 0 4
-6 2 =5 2 =7 3
—2a b a —5b
b) + ; ¢l 1 0 —=1|+] 4 -1 2|
W —8y) \2x 6y 2 4 2 5 1 48
35 3) U3 5 3
it =ity (1 2) (0 i
-1 4 -6 1 1 0
E2. S se calculeze: a) — — ; b2 3 |+|-2 0|-[-3 2|
2 =5 0 2) \0 1
1 -1 3 4 4 6
E3. Se dau matricele:
-1 2
-1 2 0 1 -3 2
A= ; B= ;C=10 .
1 -3 2 0 -1 2
-4 =5
a) Si se calculeze A+ B, A—B, 'A+'B, '(4+ B), '(4— B).
b) Si se calculeze 4+'C, B='C, '(4—B+'C).
E4. Se dau matricele pétratice:
2x 4y 3z 1 =z v 3 =2 3
A=|1 u -4 |,B=|—-y —v x |[,C=[2 3 =3|
—v —2v t+3 -x 2y x-z 2 4 2
Sa se determine x, y, z, u, v, t astfel ca A+ B =C.
ES. Sa se determine matricea X € . 7, (R) daca
1
— 1
\/5 1 1 -1 1_\/5
- X+ = .
4 —5 3 -1 5 4
1-+/5
5 6—a \/Z
E6. Se di matricea de ordinul trei, 4 = a’ —1 —10]| Sasedetermine numerele reale a, b,
3 3¢+2 »n

¢, nastfelca'd= A.



-2 3
E7. Se di matricea 4 = ( s \/5) S4 se scrie matricea A sub forma:

A=B+C, A=A —A,,A=1,+E, A=D—1,.

E8. Si se calculeze:

18 =6 -1=v2 0 23 1—i
C32 15. c)(\/_ 1) 1 m; di( A )

I{ 6 =8 2
a)~ ; b)—=|15
212 02 3\
1-2
E9. Si se determine matricea X stiind cd are loc egalitatea:
I -1 5
-1 4 3 0 1 3
X =2 +(=1°- -3 2 L.
1 01 2 =5 —4) "\ S —3
3 3
E10. Si se determine constantele x, y, z, a, b, ¢ din egalitatea:
x =2y 4z 1 -3 =2 7 13 22
2 +5- .
-3 4 -1 a 4b 3c —21 -2 8

Sintezd

25 - 4" 6
S1. Se daumatricele:A=( ), B= 2 4 , C= 5 |-
5 6 39 log,z C,

Si se determine elementele necunoscute stiind ¢ ‘A+'B = C.

S2. Si se determine x, y, z, ¢ € R pentru care are loc egalitatea:
x+1 2 0 1 9 4+y
X + 3]2 +Xx- = .
-1 x 2 0 z+2 t+4

S3. Si se determine matricea 4 in fiecare caz:

I 2 5 6 4 -1 2 2 1 1
a)24+ = ; b)34+5 = :
31 -1 3 31 0 0 -4 9
-1 -3 -3 0 4 0 L5
)=4 0 4 |+74=| 1 =2|--16 0
12 -1 5 6 3012

S4. Si se determine matricele 4, B stiind ca:

3 2) . I -1
a) A+2B = si2A—B = ;
2 3 -1 1

b) (1 +i)A+ B 2t i A+(1—0)B 2o 1=
= 1 —_ = .
! 1 o2+i) : 1—i 2—i
SS5. Sa se calculeze matricea:

C&(1 k3
VA= 2(# k(k+1)) b)A_z(zk 2k-3"‘)'

k=1



Enunturi Exercitii si probleme

Exersare

pag. 32 manual

E1. Si se calculeze:

4 5)\(2 1 1 -2\ (1 4
a) ) ; b) . ;
6 —-1)\-3-2 4 1/)\2 1
-1 -1
-1 2 31 2
0 -2 3
¢l 1 0 | ; 2 1 212 -1
1 -1 -4
2 i? 1 2 3
0 1
1 1
1 -1 2 4
1 2 3 -1 2
€) 412 1 2| .
3-11 0 1
1 3 -1-1
-2 2

cos0

.
sm; ;

1o
&4

E2. Pentru fiecare pereche de matrice (4, B) si se determine AB,BA,'A'B,'BA .

1

| 1
1 3 2
a) d=|, || B= Ll byd=[2|, B=(-3 1 -1);
1 _
5 3
—llsin% 2 1 1 0 0 0 0 —4
c)A= , B=|1 3| d)4=|0 1 0Of, B=|-3 0 O
T
coszl 2 -2 tg0 1 0 1 1 -1 1
-1 2
. 0 1 31 -4 0 , ,
E3. Pentru matricele 4= , B = sa se verifice egalitatea
-3 1 01 0 5
2 0
’(A 'B) = 'B- 'A. sisd se calculeze AB + 'B-'A.
E4. Se dau matricele patratice:
-1 0 3 5 1 =2 0 20
A=|2 -1 2[;B=|1 1 3 |;C=|-1 3 -1}
1 1 0 -1 1 -2 -4 0 -2

Sa se verifice egalitatile matriceale:
a)A-(B-C)=(4-B)-C;
c)(A4+B)-C=A4-C+B-C.

b)A-(B+C)=A-B+A4-C;



ES. Sa se calculeze urmatoarele puteri de matrice:

21 1V

2 1Y (1 -1 (2 -1y
; ; ;13 -1 0
1 -3 3 2 -1 1
0 1 -2
-1 2 -2
E6. Fie matricea A =| 4 —3 4 |.Sase calculeze 4%, A4°, 4% si (4> +1)'°.
4 -4 5

1 1
E7. Se di matricea A=(0 1). Folosind metoda inductiei matematice sid se calculeze
A" neN’.
ES8. Sa se determine X €. #, (R) care verifica egalitatea matriceala:
-1 2 5 10 -1 3 5 7
a) X - = ; b) ‘X = .
3 4 4 2 2 1 4 0

0
E9. Se did matricea E = (2 1) si f(X)=X7-4x +2/,. Sd se determine matricele:
a) B=2f(A4)- f(A+1,); b)C = f(A)+2f(4-"4).

Sintezd

S1. Si se determine matricea X care verifica egalitatea:

—1 4 1 -3
1 -1 1 0 3
2) X = ); lo 1 3x=|8|
0 1 -1 32

—2 25 9
1 -1 1 8§ 2 -1
o2 0 3| x=l9 5 4
11 =2 -3 -1 5

1 5 2 1
S2. Se dau matricele patratice A =(0 1), B =(1 1). Sa se rezolve in . #,(R) ecuatiile

matriceale:

a)AX =1,; b)AX =B; c)X4=B; d)AX=XB; e)BXB=A.

-b

), care verificd egalitatea
a

S3. Sd se determine matricea 4 €.#,(R), de forma (Z
) -1 -1
A" =34+21, = .
1 -1
. . 1 2 3 1 0 -3
S4. Si se rezolve ecuatia matriceald: 24— {1 ‘A = 4 +7,.

-1 1

10



1 -1 1 -1
SS5. Existd matrice 4 € . #, (R) care verifica egalitatea (3 5 ) A=A- (3 5 )?

-1 0 2
S6. Sa dd matricea 4=| 0 1 0 |. S& se determine numerele x, y €R astfel incat si fie
2 0 -1

verificati egalitatea 4° = x4% — yA.

Facultatea de Inginerie economicd Tg. Mures, 2002

NERE

S7. Si se determine puterea n a matricei 4 = 2 \/23 .
2 2
Facultatea de inginerie Sibiu, 2002
2 1 0
S8. Si se determine puterea n a matricei A=|0 1 0
0 0 2
Universitatea Politehnica Timisoara, 2002
. ) 1—2x
S9. Fie matricea A(x) = € #,(R).
—6x 1+3x

a) Sd searate cd A(x) - A(y)=A(x+y+xy), Vx, y ER.
b) Sa se verifice egalitatile:

A2 )= A(x+1)2=1), 42 0) = A +1)° =1).

¢) Sa se calculeze A2 (1).

1 1 2 01 2
S10. Fie matricele A=|0 1 1|,B=|0 0 1
0 0 1 0 0 O

a) Sa se arate ca 4 =1, + B si sa se calculeze 4", n EN*.

b) Si se calculeze suma S = A+ A + 4% +..+ 4%

1 1 1 &
S11. Se dau matricele 4 = , B=| , .
0 1 k 1

a) Si se determine matricea C(k) = A-B-'A4.
b) Sa se calculeze suma de matrice S =C(1) +C(2) +...+C(20).

11
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Teste de evaluare
Testul 1

2
X

1
1.Fie A €. #4,(R), A=|0
0

=

1

5
ayx=1; bx=-25 c)x€{01} d)xe{—z,l}.

2. Si se determine numerele reale x, y cu proprietatea ca
1 2 y 1 4 5
X + 3y = .
2 x I x 5 4
1 1 1
3.Fied=|0 1 0|€. #[R)siB=4"+4".
1

0 1

a) Sd se calculeze Tr(B) s1 by, + byy + D5
b) S se calculeze A", n €N

Testul 2

1 X

1. Se considerd multimea de matrice M = {A(X) B (0 (G

a)Sase aratecd/, EM .
b) Sa se arate ca daca 4, B EM ,atunci 4-B EM .
¢) Sa se calculeze A", nEN" si A EM.

2. Si se determine numerele x, y, z, ¢t €N pentru care:
2° 445 3497 _(4 18)
c 54

11
3. Sa se determine matricea A € . #, (Z) stiind ca: (O 1) . A+’A(

) 0 a x 0
4.FleA,BEL%2(C),A=( ),B=( )
b 0 0 y

9 12)

1
0

1
1

|

xEZ}.

Si se arate ci matricea (4B — BA)? are cel putin doui elemente nule.

12

(

x |sia=2a;;+3a,;.Dacd a =5, atunci:

4 7
3 7

)



Capitolul 2. Determinanti

2.1. Determinantul unei matrice patratice de ordin cel mult trei

Enunturi Exercitii si probleme pag. 52 manual

Exersare

E1. Si se calculeze urmitorii determinanti de ordinul doi:

-2 =5 2 —6 15 =72 24i —1

a) ;b V2 ; ©) ;D |-
8 10 -3 /32 5 8 i 2—i

E2. Sa se calculeze, scriind sub forma cea mai simpla, determinantii:

: 78 _1_I J5-1 logl00 0,5

a)|5 3|; ;
9 25 x/_ \/ 1+45  3-1 ~8  1g0]1
3t st A7 A3 PARRC S 1-i)?* =i

e)‘ T | SO et S ) L
0! 4! Cs C; 97 2 i (1+1)

2 —1 4 =5
E3. Si dau matricele pitratice 4 = (7 4 ), B = (6 5 ) Comparati numerele:

a) det(A)+det(B)sidet(4+B).
b) det(AB) si det(4)-det(B);
o) det|\3(4—1,)] si det(4+21,).

EA4. Si se rezolve ecuatiile:

x —=3x -5 3x-—1 3x 2 +1
a) =20; b) ool YT =4
4 =2 2 —X x 2
3—x 4x-—1 x—i i 3 x * 2 -1
d) —x=5; o =0 e T= .
x+1 X 2x X i 3 1 2 —x 18

ES. Sa se calculeze determinantii de ordinul al treilea prin cele trei reguli de calcul:

3 -1 2 2 1 3 1 2 -5 or 11 2!

a1 4 50, b3 2 1| o2 -1 0f; &1t 2! o
-2 -1 -1 13 2 4 -1 0 20 00 1
P, P P 10 20 40 11 21 47 -8 2 8

e)|Cy ¢y Cil; H|—-1 =5 =7, g|-118 7|; h|3 7 -3
Ay A7 43 100 200 400 0 0 0 -1 5 1

E6. Enuntati cate o proprietate a determinantilor si dati un exemplu de aplicare a acesteia.

E7. Folosind proprietatile determinantilor sa se calculeze determinantii:

300 400 500 10 -1 3 5 11 -1
a1 -1 4 b)[50 1 1§; c)(15 22 -=-3§;
3 4 5 100 2 1 25 44 -5
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1 a m X y y a b c
d)|l b ni; ey x yi; Hlb ¢ al.
1 ¢ p y y X c a b
8 =9 10
E8. Se considera determinantuld=|4 6 —3|.
12 5 1

a) Sd se determine complementii algebrici ai elementelor determinantului d.

b) Sa se calculeze d folosind dezvoltarea dupa coloana a doua si apoi dupa linia a treia.

¢) Folosind proprietdtile determinantilor, sa se formeze doua zerouri pe coloana intai, apoi sa se
calculeze determinantul obtinut folosind dezvoltarea deter- minantului dupa coloana intai.

Sinteza
4 -1 2
< . |=1 4
S1. Sa se calculeze valoarea expresiei: 55 |” 6:13 5 —1|4+2--5.
2 1 0
S2. Sa se verifice daca urmitoarea egalitate este adevarata:
3 -3 4 -1
5 5| |\s-2 a4-\7] 5 7 -1
20 - +-10 2 1 |=
O Tl a7 —s-2f 30 1 o 171
3 10
S3. Si se rezolve ecuatiile:
+2 +3 2 — 34
BT X3 ol w2 1a]
5 4 3x 2 3—i =i
x(x—=1) 4—-x| |=5x 2 3¥+2 gl (o 3
c) = ; d) = .
5 2 x+1 x 4 1 1 P!
S4. Si se rezolve ecuatiile:
x 1 1 7 -1 2 -x 1 1 -1 -1 . .
ny
a)1x1=—394;b)1x1——1x—1=(;) :
11 2 |7 =15 b1 ox| | x =1 =1 b7
2x—-1 2 1 X x+1 x+2
X x+1 x
o)3x+2 -1 3|= s dDx+3 x+4 x+5|=
x 3 4 5
4 -2 2 2x  2x—-1 x-3
x+1 1 2
x
SS. Se considerd ecuatia|x —1 x =3 |= { 5‘.Dac€1x1,x2,x3 sunt solutiile ecuatiei, sd

0 x 1—x

se calculeze S = x; +x3 +x3.
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S6. Folosind proprietitile determinantilor, sa se calculeze urmatorii determinanti scriind rezultatul
sub forma de produs:

a’> a1 a a+l a+2 a a*+1 a+l
a)|b?> b 1|; b)|b b+1 b+2|; olb b*+1 b+1|;
¢t ¢ 1 c c+l c+2 ¢ c¢*+1 ¢+l
a—b m—n x-—y X y z a+l a—1 a° -1
d)|b—c n—p y—z|; e) x? y2 z2|; Hb+1 b—1 b* —1|.
c—a p—m z-—X yz Xz Xy c+l ¢—1 ¢*—1

S7. Sa se verifice egalitatile:

2a 2a a—b—c

a)|b—c—a  2b 2b  |=(a+b+0)’;

2¢ c—a—b 2¢

x+y y+z z+x

b) x2+y2 yz+z2 z? +x? =2xz(x—y)(y—z)(z—x).
x3+y3 y3+z3 27 +x°

S8. Fie 4 €. 7, (R). Si se arate ci are loc egalitatea A% — 1 (4)- A+det(4)-1, =0, (relatia
lui Hamilton-Cayley).

1 -2 1
S9. Se di matricea A=|1 -1 3.
0O 1 4

a) Sa se calculeze d = det(A) si t =tr(A4).

b) Sa se calculeze s = 0, +0,, + 043, unde 0, reprezinta complementul algebric al elementului
a; din matricea 4, i =1, 2, 3.

c) Cat este suma s; = 30, +dy30,, +a3305, ?

d) Sa se verifice egalitatea matriceald 4° — t4% +s4 —d -1 3 =0;.

2 1 -4
S10. Se dau matricele A=| 1 —1 3 |si B=(b;)s;3,undeb; =i, dacii=jsib; =i—],
2 1 0

dacai# ;.
a) Sd se determine det(4), det(B) si det(A4:B).
b) Sd se verifice daca are loc egalitatea det (4- B) = det(A4) - det(B).

c) Cat este suma s = b;;05; + b,05, + 3033 ?
Carei proprietati a determinantilor corespunde rezultatul?

S11. Aplicand proprietitile determinantilor, s se arate ca urmdtorii determinanti sunt nuli:

a+b 3 ¢ a—>b 2 a—>b a*> (b+c¢)* b+c—a
a)|b+c 3 al; byl +b> a—b —2ab |; <)|b> (a+c)® a+c—b|
c+a 3 b —2ab  a—b a*+b* ¢? (a+b)?’ a+b-c
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2.2. Aplicatii ale determinantilor in geometrie

Enunturi Exercitii si probleme pag. 62 manual

Exersare

E1. Se dau punctele 4 (2, —4) si B(—1, 3).Sa se scrie ecuatia dreptei AB si sa se verifice daca
punctul C (5, —11) este coliniar cu punctele 4, B.

E2. Care din urmatoarele triplete de puncte sunt formate din puncte coliniare:
a)A(—=1,—-9); B2,—3); C(4,1). byM (2, —3); NI, =1); P(L,5).
c)E(—4,-2); F(2,1); G(6, 3). T2, -D; UGB 1);V(m,2m=35).

E3. Se dau punctele 42, —3), B(m+1,2m), C(1, 5).

a) Sd se determine ecuatia dreptei AC.
b) Pentru ce valori ale parametrului m, punctele 4, B, C sunt coliniare.
c) Sa se determine triunghiul ABC cu aria 22,5.

E4. Se dau punctele 4 (=3, —2), B(5, —4), C(—1, = 3).
a) Sa se scrie ecuatiile laturilor triunghiului ABC.
b) Sd se determine lungimile Tndltimilor triunghiului ABC.
¢) Sé se determine .7 g -

ES. Patrulaterul ABCD are varfurile 4 (1, 2), B(8, 2), C(6, 4), D(3, 4).
a) Sd se scrie ecuatiile laturilor patrulaterului.
b) Sa se scrie ecuatiile diagonalelor patrulaterului.
c) Sa se compare distantele punctelor 4 si C la diagonala [BD].

d) Sa se calculeze aria suprafetei (ABCD).

Sintezd

S1. Se dau punctele 4(1, 0), B(—2, 4), C(—1, 4) si D(3, 5).
a) Sa se reprezinte punctele in plan si sd se scrie ecuatiile dreptelor
AB, BC, CA, CD.
b) Sa se determine distantele de la varfurile B si D la dreapta AC.
c) Sa se compare ariile suprafetelor (4BD), (BCD) si (COD).
d) Dacd punctul M (m, m +2) este coliniar cu B si C, calculati aria
suprafetei (MAD).

S2. Si se determine x € R astfel incat punctele A (1, 1), BQ*, 2™ —=2), 2"+ =2, 27) si fie
coliniare.

S3. Se dau punctele 4 (sin® a, cos? @), B(sin® b, cos? b), C(sin” ¢, cos® ¢).
1
a) Sa se verifice daca .7 g5y = E‘Sin(a —b)-sin(a+ b))‘.

b) Sa se arate ca pentru oricare a, b, ¢ €R, punctele 4, B, C sunt pe o dreapta.
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S4. Se dau punctele distincte 4 (2, m), B(m+1, m), C(l, 2).
a) Sa se determine m € R astfel incat punctele sa fie coliniare.
b) Sa se determine m € R astfel ca aria suprafetei (4BC) sa fie 1.

SS. Se considera punctele 4 (m, 2m —1), B(m+1, —m +2). Pentru ce valori ale lui m are loc

. 23
egalitatea .7 o5y = ER

S6. Si se determine m, n € R astfel ca punctele 4, B, C si fie coliniare in cazurile:
a) A(m—1, 3), BCm, —m), C2m—3, 1+ m).
b) A(m—n,1+m), BCm—n,1), C(m, n+1).

S7. Sa se determine m € R astfel ca punctul 4 (1, 1) sa fie la distanta 3 fatd de dreapta BC, unde

2_ —_
8lo, 2207 oy, Tm=1)
1—m m—1

S8. Se considera punctele 4(3,2), B2, 4). Sa se determine punctele M situate pe dreapta
x —y— 3= 0pentru care 1) = A o) -

S9. Exista puncte A (m, 1), B(l, m), C(m, m) astfel incat ey =27

pag. 64 manual

Teste de evaluare

Testul 1
14 5 1 0 2
1. Se dﬁexpresiaE=E‘ 3‘—5—1 1 5—(—1)3-|—6|2.
3 =21

Valoarea expresiei este:  a) —2; b) 2; c) 20; d) -36.

2 -1 3
2. Se dda matricea 4 =|—1 4 —5/.Sa se calculeze det(A) utilizand:
4 =2 6

a) regula lui Sarrus;

b) regula triunghiului;

¢) dezvoltarea dupa linia a doua,;

d) dezvoltarea dupad coloana a doua;

e) dezvoltarea dupa coloana intai dupa ce s-au obfinut doud zerouri pe aceasta.
f) o proprietate a determinantilor nuli.

x—=1 1 5 x—1 2
det(A+B) = det(C*)este ... .

. x =2 3 2x+1 x 1 . .
3. Se dau matricele 4 = ( ), B= ( ), C= ( 3). Suma solutiilor ecuatiei

4. Punctele A 2m+1, 3), B(1, m) si C(—4, 2) sunt coliniare daca m =....
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Testul 2

1. Fie S, respectiv S, multimile solutiilor ecuatiilor:

Jr=d 13| 208 2| 53[5 1)
a —= == ;
5 -3 312 7 213 -1
+4 —y=5 y+l
7 rm 241 —1
Bl 1 oy-1 3 |= .
1 2y
y+2 -1 y

Sd se determine S, S,, S;US,, S| XS,.

2

I —¢ ¢
2. Se di matricea A=|—¢ &> 1 |, unde ¢ este solutie a ecuatiei x> +x +1= 0. Atunci
2
€ I —e
[
det(A4) + det EA =...
x y b x 0 b x 0 vy
3. Sedaumatricele A= a 0 z|[,B=|a y z|,C=|la y 0 |si
—-c —z 0 —c b 0 —-c b —z

n=xdet(4)+adet(B)+cdet(C).Atuncin=....

2 1
4. Se considera triunghiul ABC, cu A(—Tm, l) B(S— m, _Z) si C(1, 2). Valoarea lvim €Z

pentru care d(C, AB) = 3este ... .
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Capitolul 3. Sisteme de ecuatii liniare
3.1. Matrice inversabile din . 7,(C)

Enunturi Exercitii si probleme pag. 70 manual

Exersare

E1. Si se determine care din urmaitoarele matrice sunt inversabile:

—2 5 2 -5 5 _2 2 -1
a) ;b ;o2 3 9 V2|
4 3 3 =7 1 —
9 4 2
E2. Si se determine inversa matricei:
2 -1 -8 6 -1 0 NERG)
a) ; b2 _1; o ; d) ;
8 -5 3 T3 0 1 W2 33
111 2 1 3 3 -2 0 1 3 2
e)|1 1 0f H|o -1 4 |0 2 2| h|2 0 1|
2 1 1 0 0 =5 1 =2 =3 1 21
E3. Sa se determine m € C pentru care matricea este inversabila:
2 m m 5 -3 7 —
al; " » .ol S G
3 —6 =20 m 2 m+2 m—=3 1
3m+1
5 -1 7
m m+1 2 m 4 3 24+4m 1 1 2 .
olt 1 =30;nl2 -1 0, & m m—1 1 | 4 9 mT
0 m 1 m> 11 9 1 m 1 2 -1 7
-1 2 75

-3

a) Sd se arate cd matricele 4, B, AB si BA sunt inversabile si sa se calculeze inversele lor.
b) Este adevirati egalitatea (4B) ' =B~'-471?
¢) Si se verifice egalitatile (4%) ' =4 )?si(B*) '=B""2.

E4. Se dau matricele 4 = si B
-4 10

ES. Si se determine matricea 4 a cirei inversa este:

-5 8 -1 0
a)d™'=|_3 1]; b)A‘1=( );
5 3 4 2
L7
-2 -1 1 s 5 3
oA l'=l0 4 -1| A '=]0 -2 1
—2 0 43
5 5 5
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Sinteza

S1. Care din urmaitoarele matrice sunt inversabile:
x x el 2 o 3
a) 23 ; b) s ; ©) ; d)
& 107 ~2 1g5 g8 4l

S2. Sia se determine inversa matricei:

-1 ¢ ¢!
a)(; —i2]; b)(\/z+\/§ 1—i ) c)( sinx cosx); ol 4 _’g 5’”.

—4i 1+i  ~3-+2) —Ccosx sinx 1 3 o

2

S3. Si se determine valorile parametrului real m pentru care matricea 4 este inversabild, oricare
ar fix €R.

-1 1

c; Ag)?

1 x 2 3 1 2 x
a)A=|2 -1 x|; b)A— X ] c)A=|m -1 3|
m x 3 2 1 2
S4. Si se determine m € R astfel incat 4° = 4! daca:
2 0 1 m— 3 m 1
A=|3 m+3 1| bd=| 3 5 2|,
-3 m—4 -3 0 1 m
2m—1 —1 4 4" —1 0
A=\ m -1 1|; da=l3 1 =3
3m—2 2 3 2" -1 1

SS5. Fie 4, BE€ . #,(C),n € {1, 2, 3}, doua matrice inversabile astfel incat 4B = BA. Sa se
arate ca:

a) AB"'=B7'4; b)A'B=B4A""; )47 'B ' =B7147".
11 -1
S6. Se di matricea 4 =2 2 -=2|.
33 =3

a) Sa se determine produsul (/; —A4) (5 + 4).

b) Sa se arate cd / ; — 4 este matrice inversabila si sd se calculeze (/3 — A7
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3.2. Ecuatii matriceale

Enunturi Exercitii si probleme pag. 74 manual

Exersare

E1. Si se rezolve ecuatiile matriceale:
2 1
1 2 2 1 1 2
a) X = ; b) X =3 1{;
35 31 35
0 1
2 3 -1 1
C) X = ;
3 4 ( 1 0)
E2. Sa se rezolve ecuatia matriceala:
3 2 4 1 1 0 -1 2 2 -1 1 4
a) - X - = ; b) Y- =2 ;
4 3 51 0 1 3 1 0 3 4 =5
1 0 -2 1 3 2)1 O -1 1
C) ° X * - = 2 - 3]2 .
2 1 2 0 0 11 2 3 0

E3. Si se determine matricea necunoscuta din egalitatile:
-2 3 -1 1 1 -1 2

I =2 1
a)| 3 —4 2 [ X=|0]| b)xX-|II 0 -1 =( );
0 -1 3
1 -1 =2 -2 1 -1 1
2 2 3 1 2 =3 0 -1 -1
0|1 -1 0o-X-|10 1 2 |=[0 1 1
-1 2 1 0 0 1 0 0 1
1 -1 1 5 3 2 1
EA4. Se dau matricele 4=|1 1 1,B=(3 4),C= 1 0
0 0 1 0 1

Sa se determine matricea X care verifica relatia:

a) AXB=C, b) BXA='C.
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3.3. Sisteme de ecuatii liniare cu cel mult trei
necunoscute. Forma matriceala

Enunturi Exercitii si probleme pag. 90 manual

Exersare

E1. Si se scrie matricele asociate urmatoarelor sisteme de ecuatii:

x—=2y=3 (x—2y+z=1
3x+5y=7
a g 2; b){2x —4y=1 ; c)14x+y+3z=0;
X — =
7 S5x —6y=-—8 Ox =2y—z=4
X+2y—z=—x+y+1  [Bx—-1)+4Q-y)=3(z-2)
ath=e=6 4 +3=ix—2 9420 +x)+ 3¢ — ) =50 — )
) _ — -y — ) =5(x —
3a—2b+c=11’e rormeEms ’ * =) Y
ix—iy+z=2(x—1) Bx—y)+4(y—z)=2(x+y—2z)

E2. Care din sistemele de numere (=3, —2);(—=2,—4);(—6,2); (i,1) sunt solutii ale
sistemelor de ecuatii:

a{2x+y=—8_ b){x+y=—4
3x—4y=10" 2x +5y==2
9 {(2—i)x—4y=—3+2i' 9 {3(x—i)+i(y—l)=0

2ix +iy=—2+i ’ A+HE+D)+A-H(y+1)=2"
(a+3)x—3y=8
4x —(2b+3)y =18

b

E3. Se di sistemul de ecuatii { , a, b €R.Sa se determine a si b astfel incat

solutia sistemului sa fie:

a) (1, —2); b) (—Z,—S).
4
E4. Sa se scrie sub forma matriceala si sa se rezolve sistemele de ecuatii:

. {3x—4y=7; b){2x—3y=l; . {3(x+y)—2(x+2y)=5.
2x =3y =5 Sx—=Ty=3 4x—y)—y+2x =2
2x+y—3z=-6 23x —y)+5z=3+y x+y+z=a

d)q4x+y+z=10 ; e)14(x+y—z)+2y=3+z; f)12x+5y—3z=5b.
—3x+y+2z=-1 2x —3y+10z =2 x+3y—2z=c¢

ES. Sa se determine care din urmatoarele sisteme sunt de tip Cramer si sa se rezolve prin regula
lui Cramer:

. {x—8y=5 ‘ b){2(x—y)—3(x+y)=1.
3x+9y=11 8x —5(x—3y)=4 ’
3x—4y+2z=3 x—2y+2z=10

C)1Sx+y+3z=6 ; d)2x—y—z=2
xX—6y+z=—4 x+y—z=4

E6. Si se rezolve sistemele de ecuatii prin regula lui Cramer:

. {x+2y=4 ; X {—2x+5y=—1; . {4x+3y=17;

2x+5y=9 Ix—=Ty=2 6x +5y=-3
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x+y+z=2 x+2y—4z=-2 —2x+y+3z=-1

d)12x+3y—z=5; e)1—3x+4y+z=13; Dix+y+2(y+z)=4
Ix+y+3z=4 2x—y+3z=9 2x+z)— @By +x)=10
E7. Se considera sistemul de ecuatii 4+ X = B, unde
-3 2 1 X 4
A= 4 -1 2| x=|y|, B=|8|.
-5 2 3 z 8

a) Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin metoda matriceala.
b) S& se scrie ecuatiile sistemului.
c) Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin regula lui Cramer.

ES8. Sa se rezolve prin metoda lui Gauss sistemele de ecuatii:

x+y=4 2x+y 3
2x+3y=9’ x+2y 0’
. 2x +5y+3z=17
x+y+z=1
4x—6y 3z=0
)\ x+2y+2z=—1; .
6x+10y—102—8
x—y+2z=2
xX+y+z=6
rx+y—3z=—l x+y+2z=4
) 2x+y—-2z=1 x+2y z=2
e) ;
2x+3y—2z=4 2x+3y+z—
x+2y—3z=1 3x+4y+3z=10
(2x =3y +z=—1
x+2y—3z=0 2x =3y—z =1
) 5 h) L
2x =10y +8z =—1 xX—y—2z=-3
(4x —15y+9z=0
x+y+z—1
_la— 2b+c—10 )1 N
¥ — —
3a=2b—c=17 ! e
x+3y—z=1
Sintezdi
S1. Si se determine m € R astfel incat sistemul si fie de tip Cramer si s se rezolve in acest caz:
xX—my+z=2m [x +my—z=38
)\ x —2y+z=—-1 b){2x—y—2z=6.
\mx +m?y—2z=2 (mx +2y+z=4
S2. Pentru ce valori ale parametrului m sistemul de ecuatii nu este de tip Cramer?
x+(m+l)y+z=2 2x+3y+(m+2)z=0
ayymx+y—z=0 ; b)3x +y+mz =4
x—2y—mz=3 3x—y+z=6
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S3. Si se rezolve prin metoda matriceald, metoda lui Cramer si metoda lui Gauss sistemul de ecuatii:

1 1
—GBx=2p)+l=x—=(y+2)
e 5 _

b) ;
1 1

—Gx+3)+—OQy—11)=x +
7(x ) 14(y )=x+y

7
x+3y=§(5x +12z)

9y +20z = 6(x —48y).
2x +3y+4z =128

S4. Si se rezolve prin regula lui Cramer sistemele de ecuatii:

(x+y—Q—i)z=—2+2i

(Clx—C2y+4C3z =2

A ix+iy—(1+iz=—-1 ; b)12Cix —4Cy+C2z = 6.

x—iz=—1-i (AFx =243+ 432 =0
Ss. Sé(se rezolve prin metoda lui Gauss sistemele de ecuatii: ’

2(x+2y)=3z+11 2x+y=2—z x+y=3z-1

a)45x—3y=6—52—2x x+3y=5-z C)<2)c+y=22+1
3x—z)=15—y+5z x+y=-7-5z x+y+z—-3=0 ~
6(x—y)+llz=—4—y 2x +3y=14+3z x+2y—3z—-1=0
3x+4z=-2Q2+y) 2x+T7y—4z=0 'x—4y+(2m+3)z=0

d)15y+7z =4(x +2) ; e)15x—2y—82=0 ; Hiyx—my—z=0
11x =31y —47z =—68 12x +3y—20z =0 2x+y=8 mER

2x+y+(m+l)z=m

S6. Se da sistemul de ecuatii yx + (m —1)y + mz =2m.
Sx+4y+3m+1)z=3

a) Pentru ce valori ale parametrului m € R sistemul este compatibil determinat?

b) Sa se rezolve sistemul de ecuatii obtinut pentrum =0, m =—1, m =2.
x+y+z=1

S7. Se di sistemul de ecuatii yax + by +cz =2 .Stiind ca a, b, ¢ sunt numere reale diferite,

a2x+b2y+czz =4
sd se rezolve sistemul.
Cm—=1Dx+3y—mz=1
S8. Se considera sistemul de ecuatii 3x + 2m—1)y + (m—1) = 3.
m—=2)x+(m—-2)y+z=2
a) Sa se scrie matricea 4 a sistemului si sd se rezolve ecuatia det(4) = 0.
b) Pentru ce valori ale parametrului m sistemul nu este de tip Cramer?
c¢) Dacd sistemul este de tip Cramer sd se determine solutia sistemului notata (x,,, y,,, z,,)-

d) Sa se determine m € R astfel incat sa aibd loc relatia x,, +2y, —z,, >1.
2x+y+z=1

S9. Se consideri sistemul de ecuatii {1x + y+z =2, a ER.
x+y+2z=4
a) Sa se determine solutia (x(a), y(a), z(a)) a sistemului de ecuatii.
b) Sa se determine multimea A = {a € IR| y(a) > l}.
ASE Bucuregsti, 1998
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ax+y+z=4
S10. Sistemul de ecuatii (@ +1)x +(B+1)y+2z =7, a, f EReste compatibil determinat

x+2By+z=4
pentru:
a)a=1L#0, ba=zl %0, c)a, BER, d)a=1,ﬂ=%.
Universitatea Galati, 2004
2x+y+3z=1
S11. Sa se discute dupd m € R si sd se rezolve sistemul: {x —y+z =—1
xX+2y+mz=m
mx+y+z=0

S12. Sistemul de ecuatii yx + my +2z = 0 are numai solutia nula (0, 0, 0) daca:
x—y—z=0
aym#—1,m=#2; bym=0; c¢ym=2; dymeR.
Politehnicd Bucuresti, 2004

S13. Pentru golirea unui bazin cu apa se utilizeaza trei robinete. Timpul de functionare a
fiecdrui robinet i cantitatea de apa evacuatd exprimata in hectolitri sunt date in tabelul matriceal
alaturat.

Tabelul 3.3.
Robinetul I Robinetul 1T Robinetul 111 Cantitatea de api
(nr. de ore) (nr. de ore) (nr. de ore) evacuatd (in hl)
2 ore 3 ore 6 ore 220 hl
3 ore 2 ore 6 ore 210 hl
2 ore 2 ore 3 ore 145 hl

Sa se determine debitul fiecidrui robinet.

S14. Daci tatil ar avea cu 7 ani mai mult decit are, atunci varsta actuald a fiului mai mic ar fi g

o . C .. | ) )
din varsta tatalui. Peste 15 ani varsta fiului mai mare va fi E din varsta tatdlui. Sa se determine

varsta fiecaruia, daca peste 18 ani cei doi copii vor avea impreuna cat varsta tatdlui lor.

x+my—2z=2
S15. Se considera sistemul de ecuatii: \2x +2m—1)y+z=n, m,n €ER.
x+2y+3z=1

a) Sa se rezolve sistemul pentru m =1si n=35.

b) Sa se discute dupa valorile lui m, n € R si sa se rezolve sistemul.
Universitatea Brasov, 2002
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Teste de evaluare

Testul 1
2 0 1
1. Sedd matriccaA=| 5 3—-x x|€./4 €[R).
x+6 -2 8

a) Sa se determine x € R astfel ca matricea 4 sd nu fie inversabila.
b) Si se calculeze A~ daci x =2.

x+2y+z=1
2. Fie sistemul de ecuatii: \x —y +2z =2
2mx +m2y+3z =3m

a) Sa se determine m € R pentru care sistemul are solutie unica.

b) Sa se rezolve sistemul obtinut daca m = 3.
Universitatea Constructii Bucuresti, 2004

3. Pentru 3 creioane, o guma si 7 caiete un elev plateste 45 lei. Dacd ar cumpdra 5 creioane, 3
gume si doud caiete ar plati 28 lei. Stiind c¢d 4 creioane, 5 gume si 5 caiete costd impreund 42 lei,
sa se afle pretul fiecarui obiect.

Testul 2
1. Si se calculeze inversele matricelor:
2 31
23 3 2\ (-2 1
A=1 \/E;B=—120;C=43-3 _1)
1 2 2
Cy i>j —4

2. Se dau matricele 4 = (a;)3;,unde a; =i, i=j siB=|2
—i, i<] 45
Sa se rezolve ecuatia matriceala AX = B.
I+m)x+y+z=1

3. Se di sistemul de ecuatii: \x + (1+m)y+z=m ,m*> ER

x+y+(1+m)z=m2

a) Sa se calculeze determinantul sistemului.
b) Pentru ce valori ale lui m sistemul este compatibil determinat?
¢) Sa se rezolve sistemul pentru m =2.

d) Sa se rezolve sistemul pentru m = 0.
Universitatea Baia Mare, 2005
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Probleme recapitulative

1 3
1. FieA=(2 4)€L%2(R).Sése determinea,bEIRpentrucareA3+aA2+bA=02.

X
2. Si se determine matricea 4 = ( y)e A, (R) stiind ca A% + 4, =44, si apoi sa se afle
y X

A", n=l1.

Stiinte economice Cluj, 1996

1 0 0
3. Se considera matricea A=|a 1 0|€.4;(R).
b ¢ 1

a) Sa se calculeze 4% si 4°.
b) Si se determine «, 8 € R cu proprietatea ci 4° = ad” + fA+1;.

Universitatea Bacau, 1997

0 a O
4. Fie E(X)=X"? —4X +4[,. Daca A=|1 0 1|, sa se determine a €ER pentru care
1 01
3 4 -1
E4)=(-3 3 -=3|
-3 -1 1
Universitatea Craiova, 2003
1 -1
5.Fied=|0 0 1 [.Sdsecalculeze (I;+ A4)", n>l1.
0 0
Universitatea Politehnica, 1994
1 0 —1
6.FieA=|0 1 1 |.SiasecalculezeS=A+4>+4>+..+4".
0 0 1
a 0 b
7. Se considerd matricea A =|0 ¢ 0|€.#;(R),cu proprictatea cd ae = bd.
d 0 e
0 00
a) Si se demonstreze ci existd x, y € R astfel incat 4> =x4+ yE,unde E=[0 1 0.
0 00

b) Sa se arate ca pentru oricare n>1, existd a,, b, €R, cu proprietatea cd A" =x,4+y,E.
Facultatea de Sociologie, 1997
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1
8. Fied=|1|€.4,R),B=( 2 —1)€.4 (R).Daci C = AB, s se calculeze C'"".
—1

9. Si se rezolve sistemele de ecuatii:

1 2
A+B=1, A+3B=|

a) 1 1) b)
24+ 3B = |1

‘1’) €./, (R) stiind ca

1 1 1 1 4 4
A- + A= .
(a 1 (a 1) (4 4)

11. Sa se determine 4 € . #, (C), stiind ca:

ol lo 1= 3

) ) 1
10. Si se determine matricea 4 = (1

12. Sa se rezolve in R ecuatiile:

x x 1 X 1 2 x 1 1
a)(l x 1/=0; bl—-1 x 1|=5 ¢|1 x 1|=0.
4 =5 4 1 -2 x 1 1 x?2

13. Si se rezolve ecuatiile:

1 x ab 2x+1  x+1 x+2
a)|l a bx|=0,dacia#b. b)|2x+7 x+4 x+5/=0;
1 b ax 2x+13 x+7 x+8
1 1 1
c)la+b x+b x+a|=0,dacia#b.
x? a’ b*

14. Si se determine @ € R pentru ca matricea A4 sa fie inversabila:

1 1 1 1+a 1 1
a)A=|1 a+1 1 |; A=| 1 1+4*> 1
1 1 a*+1 1 1 1+4°

15. Si se rezolve ecuatiile:

1 2
11 1 2
a) X - = ; byxX-{ 0 1
1 2 11
-1 2

Universitatea Bacdau, 1998



+
16. Fie 4 €. 7, (R), A=(x "

1-m x+2m
inversabila Vx €R.

11
17.Fie 4= (1 2) € . 7, (R).Sa se calculeze inversa matricei A*.

, 12\ L (32 B
18.FleA=1 1§13=A 1, 1.SésecalculezeB )

19. Si se rezolve sistemele:

xX+y+z=2
x+3y—z=3 x+y+z=1
2x+y+2z=3
a)12x+y—4z=-1; Db)y2x+y—-3z=1; ¢ .
x+y+4z=1
x+y—2z=0 4x+y—5z=1
x—y+3z=1
2x+y+3z=1
20. Se considera sistemul ymx +y —2z =1 . Daci

Cm-1x+2y+z=n
A= {(m, n) €R X IR| sistemul este compatibil nedeterminat} s
a= 2:(1712 + nz), atunci:

(m,n)EA

a)a=18; b)a=26; c)a=32; da=13; e)a=25.

x—my+z=0
x—=2y+z=m-—2
21. Se considera sistemul 9 5 -
mx+m°y—z=2m
2mx +(m+1)z = 2m?
Dacd 4 = {m € R|sistemul este incompatibil }, atunci:
a)A={-1,02}; b 4={0,2}; ) A=0;

dy4={-1,0}; e)Ad=1{-12}.
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REZOLVARI

Partea 1. Elemente de calcul matriceal. Sisteme de ecuatii liniare

Capitolul I. Matrice
1.1. Tabel de tip matriceal. Matrice, multimi de matrice

Exersare

E1. Rezolvare:

20 | -7 0 -1 0 ,
A=|-1 3|:B= c=l2 5 2 x=[2t b3
45’_%%’_4 1 2 4 3 V2
59—5\/§
E2. Rezolvare:
10000
2 000 0
B 01000 0 0 0 0
a) A= ;bB:(l41+'\/z);cC:00100;dD: .
) A= 57D B=13 Py5)50 ) 0000
0001 0
0 000 0
0000 1

E3. Rezolvare:
a)A € M6(2); BE 63(R);, Ce 461(C); De A 4(C);
b) by = 2; b1z :—3, b13 =\/§; br :—2; b =-5; b23 =é; dll =2' d12 =—i; d13 =\/§; d14 =-7.
C)an=-2;an="4an=8;csi=1+i;ca=-1;1+i=cy;
B=h,;—4=ay,;b, =§; d,=-T7.

d) e« Suma a;; + ax + as; reprezintd urma matricei 4 si nu diagonala principala.

* Suma elementelor diagonalei secundare a matricei A4 este 12.

cay +bptcen—du=0+(5)+ (1) (-7)=1£3+1.

©ay-bycld,=-2-(V3 -(1+i) (=) =-2-3-2i- () =—12> -12.

*ay3=by=-2 §i 5dy = 2. Asadar 2 #2 $i ary = by # 5dn1.

E4. Rezolvare:

Se egaleaza fiecare elemente cu zero §i se obtine:
*3a-6=0sia’—4=0. Se obtine a = 2.
«1-b=05sib*—b=0.Seobtine b= 1.

* c—+/12=0, cu solutia c=2/3.

* 4—2m=0, cu solutia m=%=2\/§.

ES. Rezolvare:
Se pune conditia ca sa aibd loc egalitatea de matrice 4 = I3. Se obtin succesiv egalitatile:
x+1= 1;4—y2=0; 3u=1;1-1=0;22+1=0vV=0; 1 —x* = 1. Rezolvand ecuatiile se

obtine: x =0,y € {-2, 2}, uzé;tz 1;z€ {~i, i}, v=0.
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E6. Rezolvare:

Se aplica egalitatea a doud matrice. Se obtin urmatoarele egalitati:
A)2x+1=—p+6six—y=4—-2x+y.
2x+y=5
3x-2y=4
byxty=3;2x—y=y+2;4=x+2y;2x+y=5.
Se obtine solutiax =2,y =1.

Avem sistemul de ecuatii: { cusolutiax=2,y=1.

E7. Rezolvare:
Se pune conditia ca matricele si fie de acelasi tip. Rezultd ca 4 = m*si 5 —n = 2.
Se obtineme {-2,2},n=3.

Sinteza

S1. Rezolvare:

Au loc egalitdtile:
an=1,an=2,a3=3,a14=4
an=2,an=2,a3=3,a4=4
az1=3,a3»=3,a33=3, a3 =4
as = 4, agq = 4, asz = 4, ags = 4.

S2. Rezolvare:

Au loc egalitatile:
bu=1"=1b,=2"=4b5=3"=9
by =1""=1;by=2""=8;by=3""=27
by =1 =1; b3y =2 =16; b33 =3""" =81.

S3. Rezolvare:

Se obtin urmatoarele elemente:

Cl] = Cpp=C33 = 2; Cry1 = C31 =C32 = 1; Ch = (_1)1+2 -A; =—2; C3 = (—1)”31431 = 3; Cy = (—1)“4/& =—4;
Cpy =17 A =-6; ¢,y = (1) 4 =125 ¢, = (1) 4] =24,

S4. Rezolvare:
a)tr(4d) =4+ (2x) +1* + 6= 10— 2x + 7
tr(B) = 4x + (—x°) + 2y =4x — X2+ 2y
b) Relatia din enunt se scrie sub forma: (y* + 6) + 2y = 3 — (-6).
Se obtine ecuatia de gradul doi: y* + 2y — 3 = 0 cu solutiile y; =—3; y, = 1.
¢) Se obtine ecuatia de gradul doi: x* + x — 2 = 0 cu solutiile x; =2, x, = 1.
d) Se obtine relatia 10 — 2x + y* — 4x + x* — 2y = 4 — 4 care se scrie sub forma:
-1+ x-3=0,x,ye R
Rezultaicay—1=0six—3=0. Asadar,x=3,y=1.

S5. Rezolvare:

a) Din egalitatea matriceald 4 = I, se obtin egalitatile:
2=1, logy(a—1)=0si4y*—3x=1.

Din egalitatea 2 = 1, rezulti x — 1 = 0, deci x = 1.
Inlocuind x = 1 in ecuatia 4y” — 3x = 1 se obtine 4y* = 4, deciy € {-1, 1}.
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Ecuatia loga(a — 1) = 0 conduce la ecuatia a —1 =2° cu solutia a = 2.
b) Deoarece O, = B se obtin ecuatiile:
2
3 _9°=0, g2 gzyzo, a+3bi—1=0si3-C>=0.
* Ecuatia 3" — 9" = 0 este echivalentd cu 3°(1 — 3") = 0, adica 3* =0 sau 1 — 3" = 0. Se
obtine solutia x = 0.

2 _ 2_
* Ecuatia lgysz =0 este echivalenta cu % =1 cusolutiay € {-1, 3}.

* Din egalitateaa + 3bi— 1 =0,a, b€ Rseobtinea—1=0s13b=0,adicaa=1sib=0.

n(n—1) _

7 0,n€ R, n > 2, ecuatia cu solutia n = 4.

* Din egalitatea 3-C; =0 se obtine 6—

S6. Rezolvare:

a—4=2-a
N . . . < . .. Ja+b=-1

a) Aplicand egalitatea matricelor se obtine urmatorul sistem de ecuatii: “
3x(1-2x)=2x-1
z=x-2

Din ecuatia a* — 4 =2 —a se obtine a* + a — 6 = 0 cu solutia a € {3, 2}.

Din ecuatia @ + b =—1 se obtine b =—a — 1.

Pentru a = -3, se obtine b = 2 si pentru a = 2, se obtine b = -3.

Ecuatia 3x(1 — 2x) = 2x — 1 se scrie sub forma echivalentd 6x> — x — 1 = 0 si se obtine

reiy i)
Pentru x :% se obtine z = —% si pentru x = —% se obtine z = —% .
b) Se obtin succesiv ecuatiile:
« C2,=2C7,n€ N, n > 2, echivalenti cu ( +21)'n = 2-n(n2_ D cu solutia n € {3}.

e JX’+7=4x"+7=16, cu solutia xe {-3,3}.
« Y’ =4 p* =64, cusolutia b e {-8, 8}.

s log,a=-3<log,a=log,2*, a>0 cusolutia a=%.
S7. Rezolvare:
Din egalitatea matricealda 4 = B = C se obtin urmatoarele egalititi care dau valorile

necunoscutelor din problema:
ex’—x=2=3x—4
« CL, =3

.2m:m2:p

Seobtine: x=2,y=7,z=2;m=2sip=4saum=4sip=16.
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1.2. Operatii cu matrice
1.2.3. Inmultirea unei matrice cu un scalar

Exersare

E1. Rezolvare:
Se aplica regula de adunare a doud matrice si se obtine succesiv:

24(=7) ()48 345 J (—5 7 8 (—2a+a b—5b } (—a —4b)
a) = ; b) = ;

543 4+0 (2)+4 8 4 2 3x+2x —-8y+6y 5x 2y
—-6+2 2-7 543 -4 -5 2
¢ 144 0-1 —-1+2 |=| 5 -1 1 |
2.5 4,1 2 B[ (-1 1 V2
33 55 3 3

E2. Rezolvare:
Se obtine succesiv:

2 -1-(=6)-1 4-1-0) (4 3
2-0-0 -5-2-1] |2 -8
PH1-0  —i*+2-i P+l =it+2-i —1+1 —-1+2-i 0 1—i
b)|2-2-(-3) 3+0-2 |=| 3 1 =l 3 1 =13 1
1+43-4 -1+4-6 0 -3 0 -3 0 -3

E3. Rezolvare:
-1+1 2-3 0+2

A+B=
(1+o 31 2+2J ( -4 4]

(—1—1 2-(-3) 0-2 ( J
A-B=
1-0 -3- en 2-2 2 0

-1 1 —1+1 140 0 1
‘A+'B=|2 =3|+|-3 —1|=|2-3 =3-1|=|-1 —4
0 2 2 2 0+2 2+2 2 4
0 1 . -2 1
t 0 -1 2 t -2 5 =2
(A+B)= =—-1 —4|; (A-B)= =5 =2|;
1 -4 4 1 =2 0
4 -2 0
-1 2 0) (-1 0 —4) (-2 2 —4
b) A+'C= + =
1 -3 2) {2 3 -5 30 -3
) 1 -3 2) (-1 0 —4 2 -3 6
B—'C= =
0 -1 =2) \2 3 =5) (-2 -4 7
T(-1 2 0\ (1 =3 2) (-1 0 —4\] ‘(-1-1-1 2+3+0 0-2-4
"A4-B+'0)= + = =
1 =32 0 -1 2/ {2 3 =5 1-0+2 —-3+4143 2-2-5
. -3
-3 5 -6
= = 5
i
-6 -5
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E4. Rezolvare:
Egalitatea 4 + B + C este echivalentd cu urmatoarea egalitate de matrice:
2x+1  4y+z 3z+v 3 23

I-y u—v -4+x (=12 3 3
—v—x —2v+2y t+x—-z+3 2 4 2

Aplicand egalitatea a doud matrice se obtineca: x=1,y=-1,z=2,v=-3,u=0,¢=0.

ES5. Rezolvare:
Folosind operatiile cu matrice egalitatea din enunt conduce la:

V240 ) L (F1-V2
7 5-1 o2 1=

. . ) 2 +1 0 -1-2 1
egalitate din care se obtine X = - .
g ’ [ 7 <S-1 2 —1-5

Rezultd ca X =
5 0

2+242 —1]

E6. Rezolvare:
Egalitatea ‘4 = A4 se scrie sub forma echivalent:

5 a’ 3 5 6-a b
6-a -1 3c+2|=|a*> -1 -10
b -10 n 3 3¢+2 n

Se obtin ecuatiile: @* =6 —a; 3=+, 3¢ + 2 =—10; n = n cu solutiile:
a€ {-3,2},b=9,c=-4,ne R.

E7. Rezolvare:

-1 0 -1 3
Avem: Az(2 ﬁ}+(3 O) sau
-3 5 -1 2
4= ( 6 22 ]_( 1 V2 )
Sa se dea si alte scrieri pentru A ca suma, respectiv diferentd de doud matrice.

a=r+3 3 2P 3 I
2l s 2-1) 7 s 2+1)

ES8. Rezolvare:
Se inmulteste fiecare element al matricei cu numarul real

6 _8
2) 2 2_3—4.
Mz 02| |3 o1
2 2
L 12 4 -8
b) 33 3 (- -8
230 24 3 -5 -2 -1
6 3 3

c) Se va folosi ci \3+/8 =3+2V2 =/(2+1)* =2 +1.
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~(2-D2+1) 0 10
Se obtine: -1 :(_ ]
o (22 |-

d) Se foloseste faptul ca i* =—1 din care se deduce ca i =—i, i* = 1. Se obtine:
20 i) (2 i+l
(—31'2 4i )_(3 4 J

E9. Rezolvare. Se obtine succesiv:

-2 8 6 0 -1 3 -3 3 -I5
X = + +

(2 0 2] (—2 5 4)(—2 -15 1)

X:(—2+0—3 8§—1+3 6—3—15)2(—5 10 —12)

2-2-2 0+45-15 2+4+1 -2 =10 7

-5 10 -12
Asadar, X = .
-2 =10 7

E10. Rezolvare:
Se efectueaza Tnmultirea cu un numar real a unei matrice si operatia de adunare a doud
matrice §i se obtine egalitatea matriceala:

2x+5 —4y+(=15) 8z+(=10)) (7 13 22

—6+5a  8+200  —2+15¢ ) \-21 -2 8)°

Din egalitatea acestor doua matrice rezultd urmatoarele ecuatii de gradul intai:
2x+5=7,-4y—-15=13,82-10=22,-6+ 5a=-21,8 +20b =-2,-2 + 15¢ = 8 cu solutiile
2

x=1,y=-T,z=4,a=-3; b=—%;c=§.

Sinteza

S1. Rezolvare:
Egalitatea matriceald din enunt se scrie sub forma echivalenta astfel:

2 5) (20 ) (4 6
+ = 5 |-
5614 9 log,z C,
A . . . .o (2428 543 4 6
Efectuand adunarea matricelor se obtine egalitatea matriceala = ,
1 15 log,z C,

din care se obtin ecuatiile:
2+2°=4", 5+3'=6, logz=1, C’=15.
* Ecuatia 2 + 2" = 4" se scrie sub forma 4" — 2" — 2 = 0. Cu notatia 2* = m se obtine ecuatia de
gradul doi m* —m —2 =0, m > 0 cu solutia pozitivi m = 2.
Se obtine x = 1.
*Din5+3"=6,rezulta 3’ =1siy=0.
* Ecuatia logyz = 1 are solutia z = 2, iar ecuatia C>=15 se scrie sub forma echivalentd

”(”2_1):15,;16 N, n > 2. Se obtine n = 6.

Asadar,x=1,y=0,z=2,n=6.
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S2. Rezolvare:
Egalitatea matriceala din enunt se scrie succesiv

X4x 2x 30 0 x 9 4+y XH+x+3 3x 9 4+y
+ + = = = .
—Xx X 0 3 2x 0 z+2 t+4 X x> +3 z+2 t+4
Aplicand egalitatea a doud matrice se obtin ecuatiile:

X +x+3=9,3x=4+y,x=z+2,x’+3=t+4.

Ecuatia x* + x + 3 = 9 are solutiile x; = -3, x, = 2.
* Pentru x; = -3 se obtine: y=-13,z,=-5,# =8
* Pentru x, =2 se obtine: y=2,2, =0, £, = 3.

S3. Rezolvare:

. . 5 6 1 2 . 4 4
a) Din egalitatea data rezulta ca 24 :( }—( : ), adicd 24 :( J

-1 3 3 -4 2

: 2 2

Se obtine 4= .
-2 1

2 1 1 20 =5 10 . -18 6 -9
b) 34= - , deci 34= .

0 -4 9 I5 5 0 -15 -9 9

. -6 2 3

Se obtine 4= .
-5 -3 3

-3 0 0o =2 -4 -12
c)74=|1 =2|+|-8 0 |+| 0 16 |, egalitate din care se obtine:
5 6) |4 -16) |48 —4

—7 -14 -1 =2
74=|-7 14 |.Rezulticd A=|-1 2
49 -14 7 =2

S4. Rezolvare:
a) Inmultim prima ecuatie cu —2 si adundm ecuatia obtinuta cu cealalta ecuatie. Se obtine:

-6 —4 1 -1 -5 =5
—5B = + & 5B = .
(—4 —6) (—1 1 J (—5 —5)

<« 1 1) . . .~ L . . .
Rezultd cd B= L1l Inlocuind pe B in prima ecuatie din enunt si efectudnd operatiile cu

3 2 2 2
A =[ )—[ ) Asadar, 4 = 1.
2 3 2 2

b) Inmultim prima ecuatie cu —(1 — 7) si adunim ecuatia obtinut cu a doua ecuatie din enunt.
Se obtine egalitatea matriceala:

Ny ,(2+i 1) [2—1' 1—1']
—(1+)(1-HA+A4=—-(1-1i)- +

matrice se obtine:

1 2i 1-i 2-i
care se scrie sub forma:

=3+ —-1+i 2—i 1-i -1 0
—2A+ A= + ,sau —A= .
—1+i -3+i 1-i 2-i 0 -1
Rezulta ca 4 = L.
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Pentru determinarea matricei B se inlocuie, de exemplu, matricea 4 in prima ecuatie a

. . ) 11
enuntului si efectudnd calculele se obtine B = (1 1].

S5. Solutie:
a) Se scrie sub forma:

1 1 1 2 1 3 1 n I+1+1+...+1 1+2+3+...+n
A=| , +| + ., +otH] =l 5 .
r 1-2 2 23 3 3-4 n nn+l) F+2°+3+..4+n 1-2+2-3+...+nn+1)
n Yk
k=1
i Y k(k+1)
k=1 k=1

L n n 2
Se stie ca ;k:M,kz“lyzw si Z‘lk3:[n(n+l)] _

2 2
Vom calcula suma urmatoare:

Skth+) =S @+ =3k +3k.
k=1 k=1 k=1 k=1

Folosind formulele scrise mai inainte se obtine ca

u _nm+DC2r+1)  nn+l)  nn+D)(n+2)
Z‘lk(kﬂ) = 6 tes = 3 .
" n(n2+ 1)
Asadar, A=| | s ,ne N*.
n(n+1)y nmr+1)(n+2)
4 3
k
b) Scriem mai intai ca: 2 - 3 =2%- 3% . 3 =6"- 35i 2¢.37* = (%) . Cu acestea matricea 4 se

scrie sub forma:

S1 336"

A — k=1 k=1
s 50
k=1 k=1 3

Reamintim cd suma a n termeni aflati In progresie geometrica cu ratia ¢ # 1 si primul termen

notat a; este: S:M.
qg-1
Rezulta ca:
° < k _ 2 n_6(6n_1)_§ n__
36 =6+6+.+6 =22 =26 )
. iZ":2+22+...+2”:2(§ _11)=2(2"—1)
k=1 -

Rezulta ca 4=
202" 1) 2[
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1.2.4. inmultirea matricelor

Exersare

E1. Rezolvare:
) 4 5\(2 1) (42453 41452 \ (-7 -6
Ve <1]|l3 2] 6-2+(=1)-(=3) 6:1+(-)-(-2)] |15 8

b I =2\ (1 4) (1'1+(2)2 1-4+(2)1) (-3 2
4 1 {2 1| 41+1.2  44+11 | |6 17

-1 2 0 o 3 —1-0+2-1 —1-(=2)+2(-1) —1-3+2(-4)) (2 0 -11
c|l1 o -[1 B _4]: 1-040-1  1-(=2)+0-(-1) 1-3+0-(—4) |=|0 =2 3 |=
2 7 20421 2-(2)+i* (=) 23+ (4 |i* (4-i) 6-4

2 0 -1
=0 2 3
-1 =3 10

T_
2
31 2Y-1 -1 1) (3:(-D+1:242:0 3-(-D+1-(-D)+2-1 3-1+1-1+2:1) (-1 -2 6
21 212 =1 1|=[2:(=D+1:242:0 2-(=D)+1-(=D+2-1 2-1+1-1+2-1|=| 0 -1 5
1 2 310 1 1 I--D+2-2+3-0 1--D+2-(-)+3-1 1-14+2-1+3:1 3 0 6
e) Se aplica proprietatea de asociativitate a inmultirii matricelor:

d) Se inlocuie cos0 =1, sin> =1, tg% =1 si avem de efectuat urmatoarea inmultire de matrice:

1 1
1 -1 2 4
1 2 3 -1 2
1 2 1 2 =
3 -1 1 0 1
1 3 -1 -1
-2 2

(1421431 1(=D+2:2+3-3  12+42:143-(=1)  1-4+2:2+43-(-1) )| -1 2
A3 1+ D 1411 3 =D+ (=D)-241-3 324 (=D)-1+1- (=) 3-4+(=D-2+1-(-D) || 0 1
2 2

(6 12 1 5)|-1
13 =2 4 9]0

E2. Rezolvare:

(6-1412:(=D)+1-0+5-(=2)  6-1+12:2+1-1+5-2 | (-16 41
|3 142D +4-0+9-(=2) 3-14+(=2)-2+4-149-2] (=13 21/

N = N =

1 1 1 5 1
1y 1-(——)+3-1 1-1+3-(——) 501
13
2) AB:(s 1} ’ 1] 21 f - 21 52
1oL 3~(—§)+1~1 3~1+1-(—§) -1 2
| ) 1 51
1y Ly L) (3 L
13
pa=| 131): i | ° | :21 52
b =3 Lie(-3) 3 13e(-5)1) (-5 3
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1 3\ ! > 4
'4.'B = | 2 —4.B=| 2 2
s fl 1 1s
2 2 2
1
‘it 2 13
B-'d= —B-A= 4B
Y E
2
1 1.(=3) 11 1-(=D) (=3 1 -1
b) A-B=|2 (=3 1 -1)=|2-(=3) 2:1 2:(-) |=|-6 2 -2
3 3.(=3) 31 3.(-h) (-9 3 =3

1
B-A=(-3 1 —1)| 2 |=(-3-1+1-2+(=1)-3) = (-4) e M,(R)
3
-3
‘A-B=(1 2 3)-|1 |=(1-(=3)+2-1+3-(=1)) =(4)e M,(R)
~1
-3 3.1 -3.2 -3.3) (-3 =6 -9
‘B-A=|1 |(1 2 3=[11 1.2 13 |=|1 2 3
-1 —1-1 -1.2 -1.3]) |-1

21
1 1
11 L 1 (=2)+1 1442 —1-1+1- 3+—
) A-B= 1 N 2
01 2], o lo-+1142:2  0-1+1:3+2:0
2 (=D)+1-0 —2-1+1-1 -2 —+1 2
2 N\
BA=|1 3| 2 =] 1-(=D+3-0  1-1+3-1 1 +3-2 4 65
5 0 1 2 2 2
2:(-)+0-0 2-1+0-1 2 +02
S0l [FEDH0 L SL1403 —124000
‘4-'B=| 1 1-(1 o fF| bR 1113 12410 2 |='(B4)
1 1. g J 1
L2 L2421 21423 1:242:0
-1 0 1
(212 2(DHL142:5 2:041142:2) g 5y
130 1-(-D+3-1+0-+  1.0+3.1+02 | (2 3
1 5 2
2
d)4-B=L-B=8B
B-A=B-L=B
‘4-'B=1;-'B="B

‘B-'4A='B-I;="'B
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E3. Rezolvare:

Calculam
-1 2 —1:342:0 —1-142-1 —1-(=4)+2:0 —1:0+2-5
0 1{(3 1 —4 0y | 03410 0-1+1-1  0-(=4)+1-0  0-0+1-5
AB=|_, 1'(0 10 5)= ~3-34+1:0 —3-14+1-1 —3-(=4)+1-0 —3-0+1-5|
20 2:3+0-0  2:140-1 2:(-=4)+0-0 2-0+0-5
31 4 10
o 1 0 5
|9 2 12 5
6 2 -8 0
30 -9 6
Rewultaca ‘(B)=| - = = 2
4 0 12 -8
105 5 0
30 3-(-)+0-2  3:040-1 3:(=3)+0-1 3:2+0-0
| ! 1(—1 0 -3 2}: LED+12 10411 (3411 1:2+1:0 |
4 0]2 1 1 0)|=4(D+0-2 —4.040-1 —4(=3)+0-1 —4-2+0-0
0 5 0-(-)+52 0-0451 0-(-3)+5:1 0-2+5-0
30 -9 6
2 2
14 0 12 8]
105 5 0
Se observi ci (4B) =B - 'A.
—6 ~5 16
Avem de asemenea: AB+'B'A= 2 2
—5 -2 24 -3
16 7 =3 0

Ed4. Rezolvare:
5041 (D) +(=2)(—4)  5241:3+(=2)-0  5-0+1-(=])+(=2)(-2)

A-(B-C)=A-| 1-0+1-(=1)+3-(-4) 1-2+1-3+3-0 1-0+1-(-)+3-(=2) |=
“1-0+1-(=1)+(=2)- (<4) (=1)-2+1-3+(=2)-0 (=1)-0+1-(=1)+(=2)(~2)
-1 0 3\(7 13 3Y (-1:740-(=13)+3-7 —1-13+0-5+3-1 —1-3+0-(-7)+3-3

=2 -1 2}|-13 5 —7|=|2:7+(=1)(=13)+2-7 2:13+(=1)-5+2:1 2:3+(-D(=7)+2-3 |=
1 1 0]l 7 1 3 1-7+1-(-13)40-7  1-13+1:5+0-1  1-3+1-(=7)+0-3
14 -10 6

={41 23 19|
6 18 -4
—1-540-143-(=1) —1-140-143-1 —1-(=2)+0-3+3-(=2) -8 2 —4
(A°B)-C=[2-54+(=DI+2-(=1) 2-1+(=DI+2-1 2-(=2)+(=D3+2-(=2)|-C=|7 3 -11|
1-541-140-(=1)  1-141-140-1  1-(=2)+1-3+0-(=2) 6 2 1
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0 2 0 0-2+16 —-16+6+0 0-2+8 14 -10 6
1-1 3 —-1|=/0-3+44 14+94+0 0-3+22|=|141 23 19|.
-4 0 2 0-2-4 12+6+0 0-2-2 -6 18 4

Asadar,4- (B-(C)=(4-B) - C.

-1 0 3 5 3 2 -54+0-15 -3+0+3 24+0-12 -20 0 -10
b) A-(B+C)=[2 -1 2|0 4 2 |=]10+0-10 6-4+2 —4-2-8|=[ 0 4 -14
I 1 0J|-5 1 4 5404+0 3+440 24240 5 7 0
-1 0 3)(5 1 2 -1 0 3 0 2 0 -5+0-3 —-14+0+3 2+0-6
AB+A4AC=12 -1 21 1 3 |2 -1 2)|-1 3 —-1|=110-1-2 2-1+2 —4-3-4|+
1 1 0){-11 =2 1 1 0)J(4 0 2 5+41+0 1+14+0 243+0
0+0-12 -2+0+0 0+0-6 -8 2 4 -12 -2 -6 -20 0 -10
+ 0+1-8 4-3+0 O0+1-41|=|7 3 —-11[+| -7 1 =3|=| 0 4 -14].
0-1+0 2+43+0 0-1-0 6 2 1 -1 5 -1 5 7 0
Asadar4 - (B+ C)=AB+ AC.
4 1 1 0 2 0 0-1-4 8+4+3+0 0-1-2 =5 11 3

¢c) ([4+B)-C=[3 0 5 ||-1 3 -1|=|/0+0-20 6+0+0 0+0-10|=|-20 6 -10|.
02 2|4 0 2 0-24+8 0+6+0 0-2+4 6 6 2

Pentru calculul expresiei 4 - C+ B - C vom folosi calculul lui A - C facut la punctul b) si al lui
B - Cfacut la a).

-12 -2 -6 7 13 3 -5 11 =3
Avem: A-C+B-C=| -7 1 3 1H+|-13 5 -7|=1-20 6 -10|.
-1 5 -1 7 1 3 6 6 2

Asadar,(4A+B)-C=4-C+B-C.

ES. Rezolvare:
2 1Y (2 1)(2 1) (4+1 2-3) (5 -1)
[1 —3) _{1 —3}(1 -3 _(2—3 1+9)_(—1 10)’
I-1Y (1 =1\ (1 =1)(1 =1\ (1-3 —1=2)(1 -1\ (=2 =31 -1)_
(3 2)_(3 2)'[3 2}3 2J_(3+6 —3+4M3 2}(9 1)(3 2}
2-9 2-6) (-11 —4
:(9+3 —9+2J: 12 —7]'
Avem:(z —1]2:(2 1Y 2 —1)2(4“ —2—1]:(5 —3)
11 11 =1 1) |=2=1 141 ) |3 2
2 -1} (2 1Y (2 =1} (5 =3)(5 -3 (25+9 -15-6) (34 =21
(—1 1)=(—1 1](-1 1]=(—3 2}(—3 2]2(—15—6 9+4 ):(—21 13)'
2 1Y (2 =1\ (2 1) (34 =21\(2 -1\ (68+21 —34-21) (89 -—55
(—1 1){-1 1)'(—1 1}(—21 13 }(-1 1J=(—42—13 21413 ):(_55 34]'

E6. Rezolvare:

-1 2 =2\(-1 2 =2 1+8—8 —2-6+8 2+8—10
A=l4 =3 4|4 -3 4|=|-4-12+16 8+9-16 —8—12+20|=1,
4 -4 504 -4 5) (-4-16+20 8+12-20 —8—16+25
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Asadar A* = L.
A=4>A=L A=4
2006 — ( A2)1003 _ 132003 =1,
(AL +D)°=(A+1)"°
0 1 -1
Dar A+7,=2-{2 -1 2 |=2-B siB*=B.
2 2 3
Rezultd ca (4+1,)°=(2B)"* =2"-B""=2"-B.

E7. Rezolvare:
Calculam cateva puteri consecutive ale lui 4

, 1 0)(1 0) (1 0
A=4 A= : =

11t 1) {21
. 1 0Y(1 0) (1 0
A=A A= : =

2 1J{1 1) (31
. s 1 0)(1 0) (1 0
A=A A= : = :

311 1) |41

. . . . 1
Din forma de scriere a matricelor 4, 4%, 4°, A* se deduce ca 4 :(
n

0
1], formula care o

demonstram prin inductie matematica dupane N, n > 1.

1 0 . -
Pentrun =1, rezulti ca 4' = L F A, ceea ce este evident adevarat.

1 0

1 0 . .
Presupunem cd 4" = si demonstram cd 4" =
k 0 k+1 1

1 0Y(1 O 1 0 )
Avemcd A" =4 4= . = , ceea ce trebuia demonstrat.
k1 1 1 k+1 1

1 0
Asadar, 4" :{ 1), Vne N*.
n

ES8. Rezolvare:

. b
Luiam matricea X de forma: X :(a ], a,b,x,ye R.
Xy

- bY-1 2 5 10
* Inlocuind 1n relatia de la a) avem: . = ,
x y\3 4 4 2

. . . —a+3b 2a+4b 5 10
relatie echivalenta cu = .
—x+3y 2x+4y 4 2

. .. |—a+3b=5 . [—x+3y=4
Se obtin sistemele de ecuatii: { { g

1
2a+4b=10 ; 2x+4y=2

cusolutille a =1, b =2, respectivx =—1, y = 1.

1 2
Asadar, X:( . J.
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« Inlocuind in relatia de la punctul b) se obtine: (

)

relatie echivalentd cu: (
2a+x

—a+3x —b+3y
2b+y

-1 3

1

I

O

Din aceasta egalitate de matrice se obtin sistemele de ecuatii:
. |=b+3y=T
i

2b+y=0

{

1
care au solutiile a =1, x = 2, respectiv b =—1, y = 2. Asadar, X :(2

E9. Rezolvare:
a) B=2f({4) - f(A + I). Avem:
AA)=A> - 44+ 21,

A T

Rezulta ca f(4)= {6 _1) 4(2 _1J+2

fA+L)=(A+1L) —4A+ D)+ 2.

0 0 0
D A+[: ,A+[2:
wren? s

0Yyo
0f2

si (A+LY =(A+1L)Y - (A+1)=0,.

0

0
Rezultd ca f(4+1,)=0, _4.(2 .

4

—a+3x=5
2a+x=4

1 0
0 1

Inlocuind in expresia matricei B se obtine:

-1 -1 2
b) Calculam 4 - ’Az( 0 ]—(
2 -1 0

-1

50
Din punctul a) avem ca f(4) =[ 5 5)

AA—"4)=(4—-"'4) —4(4 - "A) + 2D

e O I ) (S U

Rezulta ca f(4-'4)= (08 0] (—8 0)+((2) g):(

5 0
B=2. _

1

Inlocuind in expresia matricei C se obtine:

(5 O

2 16)
-16 2|

=[g
B
y

5 0
-2 5

43

oS O

N O

H

8 0
4 8)

%)

2 16
-16 2|

4 32\
32 4|

0 0
+
-8 0

5 7
4 0)

-1
2

20
0 2

].

H

o

9
~34

32
9

2 0
g8 2

o)

).

}.



Sinteza

S1. Rezolvare:
a) Matricea X trebuie sa fie de tipul (3, 2) pentru a avea loc egalitatea de matrice din enunt.
a X

R . I -1 1 0 3

Inlocuind pe X avem: 16 y|= .
0 1 -1 3 2

c z

Efectudnd inmultirea de matrice se obtine urmatoarea egalitate de matrice:
a-b+c x—y+z) (0 3
( b—c y—z J_(3 2}
a-b+c=0
. . .. |b=c=3
din care se obtine sistemul de ecuatii:
’ ’ x—y+z=3
y—z=2
Din primele douad ecuatii se obtinea=b—c=3,b=3+csice R
Din urmatoarele doua ecuatii se obtinex=5,y=2+zsize R.

3 5
Asadar X =|3+c¢ 2+z|,c,z€ R.
C z

b) In egalitatea aceasta se impune conditia ca X € . 75 1(R). Avem:

-1 4 1)\(a -3 —a+4b+c -3
0 1 3]||b|=| 8|, egalitate care se scrie sub forma: | b+3c =| 8
-2 2 5])l\ec 9 —2a+2b+5c 9

Identificand elementele corespunzdtoare ale acestor matrice se obtine sistemul de ecuatii:
—a+4b+c=-3

b+3c=8
—2a+2b+5c=9

Inmultind prima ecuatie cu —2 si adunand-o la ecuatia a treia se obtine un sistem de doud
ecuatii cu necunoscutele b si c:

{_6b+3c =13 cu solutia: b=-1, ¢ = 3.
b+3c=8 ’
Inlocuind b si ¢ in una din ecuatiile care contin a se obtine a = 2.
2
Asadar, X =| -1
3

c) In aceasti relatie matriceald matricea X este pitratica de ordinul 3:
1 -1 1 a x m 8 2 -1

Avem: [2 0 3 ||b ¥y n|=[9 5 4
1 1 2)lec z p -3 -1 5
Efectudnd inmultirea de matrice se obtine egalitatea matriceala:
a-b+c x-y+z m-n+p 8 2 -1
2a+3c 2x+3z 2m+3p [=[ 9 5 4
a+b—-2c x+y-2z m+n-2p -3 -1 5
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Punand conditia egalitatii celor doud matrice se structureaza trei sisteme de ecuatii cu cate trei
necunoscute de forma:
a—-b+c=8 xX—y+z=2 m—-n+p=-1
2a+3c¢=9 ,32x+3z=5 ,12m+3p=4
a+b-2c=-3 |(x+y—-2z=-1 |m+n-2p=>5
Se obtin solutiile: a=3,b=-4;c=1
x=1y=0;z=1
m=2;n=3;p=0
31
Asadar, X=|-4 0
1 1

S W N

S2. Rezolvare:

1 5 b 1 0
a) Avem egalitatea: [ ) [a )=[ }
0 1){x vy 0 1

. - a+5x b+5y 1 0
care este echivalenta cu: =

X y 0 1
Se obtin egalititile de elemente:
ca+S5x=1
*h+5y=0
ex=0

) 1 -5
Rezultaca:a=1,b=-5si X=(0 . ),

b) Inlocuind 4, X si B se obtine egalitatea:

a+5x=2

1 5\(a b 2 1 . . .. |b+5y=1
: = . Procedand ca la a) se obtine sistemul de ecuatii: d

0 1)\x vy 11 x=1

y=1

-3 —4
cusolutilea=-3;b=-4,x=1, y=1. Asadar, X:(1 | )

. . . . . bY(1 5 2 1
¢) Dupa inlocuirea matricelor X, A si B se obtine egalitatea (a ]( ]=( 1), care este
Xy

0 1 1

. . a 5Sa+b 2 1

echivalenta cu: = .
x S5x+y 11

Rezultdca:a=2,x=1,5a+b=1,5x+y=1.
2 -9
-4
1 5Ya b a bY2 1 a+5x b+5y 2a+b a+b
0 1x » x y\1l 1 X y 2x+y x+y

Se obtine sistemul de ecuatii:
a+5x=2a+b a+b-5x=0

Se obtine ca X =

b+5y=a+h -5y=0 . 5 s
y=da N ,cusolutiax=y=a=>b=0.Rezultd ca X= 0.
x=2x+y x+y=0

y=x+y x=0
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1lx y)J{1 1) |0 1
Efectudnd Tnmultirea de matrice se obtine succesiv:
2a+x 2b+y)(2 1) (1 5 4a+2x+2b+y 2a+x+2b+y) (1 5
(a+x b+y J(l IJ_(O 1}:}(2a+2x+b+y a+x+b+y J_(O 1)
Identificand elementele celor doud matrice egale se obtine sistemul de ecuatii:
4a+2x+2b+y=1
2a+x+2b+y=5

2a+2x+b+y=0
a+x+b+y=1

2 1 bY(2 1 1 5
e) Egalitatea BXB = A este echivalenta cu: (1 J (a J( J:( )

Scadem primele doud ecuatii intre ele si ultimele doud ecuatii intre ele. Se obtine un nou
) .. |2a+x=-4 )
sistem de ecuatii: ,cusolutia: a =-3;x=2
atx=-1
Inlocuim pe a si x In prima §i a treia ecuatie a sistemului initial si se obtine un sistem cu doua
2b+y=9

,cusolutiab=7,y=-5.
b+y=2

ecuatii cu necunoscutele b si y: {
-3 7

Asadar X :( J
2 =5

S3. Rezolvare:

Le=g 4= a —b @ —b _ a-b*> 2ab
b allb a 2ab & -b*

Inlocuind in egalitatea din enunt se obtine egalitatea matriceala:
a-b> 2ab ) (3a 3b) (2 0\ (-1 -1l

+ + =
2ab  a* b’ -3b -3a 0 2 1 -1

a’—b*-3a+2 —2ab+3b | (-1 -1
( 2ab-3b o -b —3a+2)_( I —1)'
Din aceasta egalitate matriceala se obtine sistemul de ecuatii:
{cf —b'=3a+2=-1 {az ~b*~3a=-3
2ab-3b=1 2ab-3b=1
b =a*-3a+3
b(2a-3)=1
Se ridica la patrat a doua ecuatie si se substituie 5 obtinandu-se ecuatia:
(@®=3a+3)2a-3) =1, sau (a*—3a+3)[4(d*—3a)+9]=1.
Se noteazi a” — 3a = y si se obtine ecuatia
(v +3)(4y + 9) = 1 cu solutiile y; =2, , =—Tl3.

echivalenta cu:

Sistemul de ecuatii se aduce la forma: {

Revenind la notatia facuta se obtine:

a* —3a=-2, cusolutiaa € {1, 2}, respectiv @’ —3a= —% care nu are solutii reale.

Pentru a = 1 se obtine b =—1, iar pentru a = 2 se obtine b = 1.

I 1 2 -1
Asadar, 4= sau A= )
-1 1 1 2
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S4. Rezolvare:

. a b ) ) .
Fie 4 =( ) € . #4(R) . Ecuatia matriceald devine:
Xy
2 20\ (1 2Ya bY3 1) (1 -3
2x 2y) |1 1 )x yh-1 1) (4 2
2a 2b a+2x b+2yY3 1) (1 -3
2x 2y ) |—a+x —b+y -1 1) |4 2
2a 2b 3a+6x—-b-2y a+2x+b+2y\ (1 -3
2x 2y -3a+3x+b-y —-a+x—-b+y 4 2
Efectuand scaderea de matrice si respectand egalitatea de matrice se obtine sistemul de ecuatii

cu necunoscutele a, b, x, y.
[—a—6x+b+2y=1

echivalenta cu:

sau Inca:

—-a—-2x+b-2y=-3
3a—x—-b+y=4 D
la—x+b+y=2

Adunam ecuatia a treia la toate celelalte ecuatii ale sistemului (1) si se obtine:
2a—Tx+3y=5 2a—Tx+3y=5

2a—3x—y=1 ®12a-3x—y=1 (2)
4da—2x+2y=6 2a—x+y=3

—4x+4y=4 -x+y=1
y @{ y

Scadem prima ecuatie din celelalte doua ecuatii si se obtine: { 3 .
“3x+y=

—6x+2y=2

Se obtinex=0siy=1.
Inlocuind x si y In una din ecuatiile sistemului (2) se obtine a = 1.
Inlocuind a, x si y intr-o ecuatie a sistemului (1) se obtine b = 0.

1 0
Asadar, 4 =[ )
0 1

S5. Rezolvare:

a b . . . <
A =( )e M,(R) . Egalitatea din enunt se scrie sub forma urmatoare:
Xy

b 2GS )

Efectuand Tnmultirea de matrice se obtine egalitatea matriceala:

a—x b—y \ (a+3b -a+2b
3a+2x 3b+2y - x+3y —x+2y

a—x=a+3b
boy=—a+m |
din care se obtine sistemul de ecuatii: = Sqy=a-b.
3a+2x=x+3y
a,beR
3b+2y=—x+2y
b
Asadar A= “ ,a,be R.
-3b a-b
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S6. Rezolvare:
Sa calculdm mai intai 4% si 4°. Avem:
-1 0 2 -1 0 2 5 0 4
A=4-4=|0 1 0[O0 I 0|=f0 1 O
2 0 -1)12 0 -1 -4 0 5
5 0 4)(-1 0 2 -13 0 14
A£=44=0 1 0|0 1 0f=f0 1 0
-4 0 5 2 0 -1 14 0 -13
fnlocuind 4 si 4” in relatia din enunt se obtine:

-13 0 14 5 0 -4 -1 0 2
0 1 0 |=xf{0 1 O0OJ]-»0 1 0
14 0 -13 -4 0 5 2 0 -1
sau Inca:
-13 0 14 Sx+y 0 —4x-2y
0 1 0 |= 0 xX—y 0

14 0 -13 —4x-2y 0 Sx+y
Identificand elementele omoloage ale acestor matrice egale se obtine sistemul de ecuatii:
Sx+y=-13
—4x -2y =14 cusolutia: x =2,y =-3.
x—y=1

S7. Rezolvare:

cos% sin%
Matricea A4 se poate scrie sub forma: 4= .
T T
—sin  cosy
6 6
Pentru usurinta scrierii vom nota x = % Calculam cateva puteri ale matricei 4 i obtinem:

2 =A~A=( cos.x Sian Ccos x SiHXJ:(coszx—sinzx 2sin xcos x ]:( cos2x sin2x)
—sinx cosx )| —sinx cosx —2sinxcosx cos’ x—sin’x —sin2x cos2x

A=4- A:( cos2x  sin2x )( Ccos x sinx]_[cos2x~cosx—sin2xsinx Cos 2xsin x +sin 2xcos x )
—sin2x cos2x

—sin2xcosx —cos2xsinx —sinxsin2x+ cos2xcosx

_ ( cos(2x+x)  sin(x +2x) J_ ( cos3x sin3x )

—sin(x+2x) cos(2x + x)

—sinx cosx

—sin3x cos3x

Din forma de scriere a matricelor A4, Az, A’ se poate generaliza ca

cosnx sinnx
"=l ,ne N*.
—sinnx cosnx

Demonstram aceasta relatie prin inductie matematica dupa n € N*.

cosx sinx

Pentru n = 1 se obtine 4' =( ), ceea ce este evident adevarat.

—sinx cosx

coskx sinkx
Presupunem cd A* =(

—sinkx coskx

si demonstram ca 4 = cos(k+Dx sin(k+1)x
—sin(k+Dx cos(k+1Dx |

Avem ca

Ak+l:Ak'A:[

—sinkx coskx || —sinx cosx —sinkxcosx —coskxsinx —sinkxsinx+coskxcosx

coskx sinkx)(cosx sinx) (cos/oc-cosx—sinloc-sinx coslcxsinx+sinloccosx]
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( cos(k+Dx  sin(k +1)x

) , ceea ce trebuia aratat.
—sin(k+1)x cos(k+1)x

[ cos(kx+x)  sin(kx+x)
B —sin(kx +x) cos(kx + x)

cosnx sinnx
Asadar, 4"=| ,Vne N*,unde x=L.
—sinnx cosnx 6

S8. Rezolvare:

2 1 0y2 1 0 4 3 0
Avem: A=l01 0f0 1 0|=|0 1 0
0 0 2)0 0 2 0 0 4
4 3 0y2 1 0 8 7 0
A=44=[0 1 0fJ0 1 0|]=/0 1 0
00 440 0 2 0 0 8
8 7 0yY2 1 O 16 15 0
A'=4-4={0 1 0fJ0 1 o|=[0 1 0
0 0 8J0 0 2 0 0 16
Analizand forma de scriere a matricelor A4, Az, A3 , A* se observi ca A" se poate scrie sub
2" 2"-1 0
forma: 4"=| 0 1 0 [,ne N*.
0 0 2"

Demonstram aceasta formula prin inductie matematica dupa n € N*.
Pentru n = 1 se obtine 4' = 4.

2k 2k _ 1 0 2k+1 2k+1 _ 1 O
Presupunemcd 4*=| 0 1 0 |sidemonstrdim cd 4" =| 0 1 0
o o 2 0 0o 2
Avem ca
20251 0 ) (2 1 0) (2 2°42F-1 o0 2 M1 0
AN =4"4=|0 1 0flo 1 ol|=] 0 1 0 [=| O 1 0 |,
o o0 2f(o o0 2 0 0 2k 0 0o 2

ceea ce trebuia demonstrat.

2" 2"-1 0
Asadar 4=l 0 1 0 |,Vne N~
0 0 2"

S9. Rezolvare:
1-2x x 1-2y y 1-2x)1-2y)+x(-6y) (A-2x)y+x(1+3y)

2) A(x) A() = - - =
—6x 1+3x )| -6y 143y —6x(1-2y)—6y(14+3x) —6xy+(1+3x)(1+3y)

_(1-2x-2y+4xy—6xy y—2xy+x+3xy (1-2(x+y+xp) X+ y+xy _

B —6x+12xy—6y—18xy —6xy+14+3x+3y+9xy B —6(x+y+xy) 14+3(x+y+xy) B

=A(x+y+xy),Vx,y€ R,
Asadar, A(x), A(y) = A(x + y + x), Vx,y € R.
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b) Vom respecta regula de inmultire a doud matrice A(x), A(y) data de punctul a).
a)
Avem: 4*(x)= A(x)- A(x)=A(x +x+x-x) = A2x + x%)
A(x+ 1) =) =A@ +2x+1-1)= A + 2x)
Asadar A2 (x)=A((x+1’-1),Vxe R.
a)
A(x) = A2 (x)- A(x) = A(x* +2x) - A(x)= A(X* + 2x + x + x(x* + 2x)) = A(x* +3x° +3x) = A(x +1)’ =1) .
Asadar A’ (x) =A((x + 1)’ - 1), Vxe R.
¢) Folosind punctul b) se poate generaliza ca: A4, = A(x+1)" —1), Vne N*, Vxe R.
Vom demonstra aceasta formula prin inductie matematica dupa n € N*.
Pentru n = 1, formula devine: 4'(x)= A(x+1-1) & A(x) = A(x)
Presupunem cd A*(x)= A((x+1)" —1) si demonstram ca A"(x) = A((x + 1) = 1)
a)
Dar 47 (x) = 4°(x) A(x) = A(x+ D" =1)- A®)=A((x+ D =1+ x+x(x+ D" —x)=
= A((x + D" A+ x)=1)= A(x +1)**"' =1), ceea ce trebuia demonstrat.

Asadar A"(x) = A((x +1)" - 1), Vne N* xe R.
Rezulta ca pentru n = 2006 si x = 1 se obtine

A1) = A1+ 1) —1) = 422 1) :[

1 _ 2(22006 _ 1) 22006 _ 1
—6(22° —1)  1+302%°-1) |

S10. Rezolvare:

1 00 01 2 1 1 2
a) L,+B=|0 1 O[+|0 0 1|=|0 I 1|=4.
0 01 0 00 0 01

Asadar I3 + B=A.
Pentru calculul Iui 4" folosim ¢a 4 = I3 + B si aplicam formula binomului lui Newton:
A"=(,+B)'=C/L+C.B+C:B*+CB’+..+C!B".

Dar B>=B-B=

S O O
S O O

1
0 |si B> =0s,deci B"= O, n > 3.
0

nn—1) ,»
7B (1)
Pentru calculul sumei S se foloseste formula 1 dand lui n valori de la 1 la 20 si insumand.
Se obtine: S=1;+ B +
2-1

I3+2B+T-Bz+

Rezultaca A"=1,+n-B+

I,+208+2019 B> -

20-21
2

20
=2013+(1+2+3+...+20)B+%(2-1+3-2+...+19-20)Bz =207, + -B+%-Ek(k—l)-32
k=1

=201, +210B +%[

20-21-41_20-21
6 2

]Bz =201, +210B + 26605 .
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S11. Rezolvare:

I 1 1 k(1 O 2 10 2
a) C(k) = | ' _ 1+k° k+1) _ k" +k+2 k+1
0 1){& 1)(1 1 K 111 K +1 1
§k2 k+2 ik 1
+k+ +
b)S—ka— ":l( ) ":1( )
& (k)= 20 20
Y (k°+1) M1
k=1 k=1
Calculdm separat fiecare termen al matricei S.
20 20 20 20
2 _ 2 _nmn+D(2n+1)
;(k +k+2)—];k +gk+gz_ 5
=20-21-41_|_2O'21
6 2
z(k+1) 2k+21_20 21 1 20=210+20=230.

n(n+1)| +20-2=

n=20 n=20

+40=2870+210+40=3120.

z(k2+1) zk2+21_M+20 2870+ 20 = 2890 .

3120 230
Asadar, S :( )

2890 20

TESTE DE EVALUARE
TESTUL 1

1. Rezolvare:
Relatia =5 este echivalentd cu 2x* + 3x — 5 =0.

Se obtine x; =1, x, = —%. Asadar, raspunsul este d).

2. Rezolvare:
x+3)y* =4

x 2x) (3" 3 4 5 +3y" 2x+3 45

Avem: , |+ Y Y= oY Zx Y = S2x+3y=5 (1)
2x X 3y 3xy 5 4 2x+3y x +3xy 5 4

Din prima ecuatie se obtine x = 4 — 3y,

Substituind in a doua ecuatie se obtine ecuatia 2y* —y — 1 =0 cu solutiile y; =1, y, = —%.

* Pentru y = 1 se obtine x = 1, valori care satisfac si ecuatia a treia a sistemului (1)

* Pentru y= —% se obtine x = 13 valori care nu satisfac ecuatia a treia a sistemului (1).

4 b
Asadar,x=y=1.

3. Rezolvare:
a) S determinam A°, respectiv 4'°.

1 1 1Yyl 1 1) (2 2 2 4 4 4 8 8 8
A=l01 0Jo 1 0|=|0 1 0o A=44=|0 1 0|, A'=4-4=|0 1 0].
1 0 101 0 1) 121 2 4 3 4 8 7 8
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2n—1 2)1—1 2n—1
Se demonstreaza prin inductie ca 4" =| 0 1 0 [,ne N*
2}1—1 2)1—1 _1 2}1—1
Pentru n =9, respectiv n = 10 se determina A°, 4" si
28 2% 08 2 22 640 640 640
B=A+4"=|0 1 0|+ 0 1 o=zl 0 2 o0
2% 281 28 22 22-1 2 640 638 640
Rezulta ca tr(B) = 640 + 2 + 640 = 1282 si b3y + by, + b3 = 1282.
2n71 2)171 2n71

b) Demonstram prin inductie matematica faptul cad 4" =| 0 1 0 |,Vne N~
2n71 2)171 _ 1 2n71
Pentru n = 1, egalitatea este evidenta.
2k71 2k71 2k71 2k 2k 2k
Presupunem cd 4* =| 0 1 0 |[sidemonstramea A= 0 1 0
2k—1 2k—1 _ 1 2k—1 2k 2k _1 2k

Dar
2/{—1 2/{—1 2/(—1 1 1 1 2 . 2/{—1 2 . 2/{—1 2 . 2k—1 2/( 21{ 2/{
AN =4 4=] 0 1 0 |[|l0 1 O0l|=] O 1 0 |=|0 1 0
2 2o 2l oo 1) 229 2.2 -1 2.2 [ 2f 2f -1 2
ceea ce trebuia demonstrat.

2n71 2)171 2n71
Asadar, 4"=| 0 1 0 |,Vne N*
2n71 2)171 _ 1 2n71

Testul 2

1. Rezolvare:

I 0 10
a) Luand x = 0 se obtine A(O)=(0 (—l)O)z(O 1)=12:IZEJZ.

b) Fie 4, B € . 7. Rezulti ci existd x, y € Z astfel incat 4 = A(x) si B = A(y). In acest caz,

o . _1 X .1 y (1 y+CD"x
A B_A(x) A(y)_(o (_1)\7) (O (_1)}’)_[0 (_1)x+y ]‘

Deoarece (—1)"* V" = (=1y" - (=)™ = (=1y" - ((— H ) =(=1) (=) =", rezulticad - BE M.

c) Fied =A(x),x € Z.

* Pentru x = 2k, A(x)=((1) )16) Az(x):((l) 21)6} AS(X):((I) 31)6)

.. ) o . 1 nx
Prin inductie se aratd ca 4"(x) =[0 1 } ne N*.
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X

1
*Pentrux=2k+ 1, A(x):(O .

}fm:g

A . . 1,, n=par
A*(x) = A(x). In general, se obtine ci A"(x) :{ 2 p .
A, n=1impar

2. Rezolvare:
Se obtin ecuatiile:
2+ 4°=20, 3 +9=90, C>=45, 54°,=60.
* Ecuatia 2" + 4" = 20 se scrie sub forma 4" + 2" — 20 = 0. Notand 2" = m > 0 se obtine ecuatia
m*+m—20=0cu solutiile m; =4 si m, = -5, de unde se obtine x = 2.

« Notind 3* = a se obtine ecuatia de gradul doi a* + @ — 90 = 0 cu solutiile a; =9, a, = 10 din
care se obtine y = 2.

* Ecuatia C? =45 este echivalentd cu @:
z=10.

* Din 542, =60 se obtine (¢ + 1)t =12, adici " + 1 — 12 = 0, cu solutia naturala ¢ = 3.
Asadar,x=2,y=2,z=10,t=3.

45 sau incd z* — z — 90 = 0 cu solutia naturald

3. Rezolvare:

A ) . . 1 1 b 1 1 4 7
Inlocuind 4 € . #5(Z) se obtine ecuatia 4 H4 = ,a,b,x,ye Z,
0 1kx y b y)0 1 37

care se scrie sub forme echivalente astfel:

a+x b+y N a a+x) (4 7 - 2a+x bta+y+x) (4 7
X v b b+y 13 7 x+b b+2y |3 7

2a+x=4
+b=3

Rezultd ca: 1

b+a+y+x=7

b+2y="7
Seobtine:a=4—-y;b=7-2y,x=2y—-4,ye Z.

4-y 7-2
Asadar A:( 4 y),ye Z.

2y—4 y

4. Rezolvare:
(0 a) (x 0) (x 0)(0 a) ( 0 ay) ( 0 xa) ( 0 ay— ax)
AB— BA= . - = - =
b 0)\0 y 0 y\b O bx 0 by 0 bx — by 0
ay — ax)( 0 ay — ax) 3 ((ay — ax)(bx — by) 0 )

(AB— B4y =
bx — by 0 bx — by 0 0 (bx —by)(ay — ax)

Asadar (4B — BA)* are cel putin doud elemente nule.
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Capitolul II. Determinanti
2.1. Determinantul unei matrice patratice de ordin cel mult trei

Exersare

E1. Rezolvare

)_2 ™ (=2)-10—8(=5) =20
a =(— . —_ —_ = ’
8 10
V2 -6
b =232 —(-3)(-6)=64—-18 =46
) 5 U (=3)(-=6)
L5 -7,2
) 5 =1,5-8—5-(-7,2)=12+36=48;
2+l _1 . . 2 2 2 2
d|, 1=C+)2-i)-i"(-)=4-i"(-)=4-i"+i" =4.
l —1

E2. Rezolvare.

7 8
a5 3 =1-25—9-§=35—24=11;
9 25
V3 32
b =3 (—75) =2 - (—/32) =225 +/64 =—15+8 =7 ;
) A (=75) (—/32)
—1-3 5-1
c =—(1+B)VB3-D-(1+S)5-1)=——2-4=-6;
) 145 \/§—1‘ (1+V3)N3=D)—( X )
1g100 0,5
d) =1g100-1g0,1+8-0,5=2-(-1)+4=2;
-8 1g0,1
31 5!
e) =3141-0151=6-24—-1-120=24;
0! 4!
Aj A33 2 3 1 3
f) =A-C-C 4 =12-4-5-6=18;
c ’
2 =22 9.3 =2 9="_7;
g) 9_y+1 2—X - : - : —&— =71,
_.2 )
hy |79 == i) = -V + P =4-1=3.
i (1+19)

E3. Rezolvare

4

a) det(A)+det(B) = ‘3 6 2

H ‘:(8+7)+(8+30)=53

6
det(A+ B) = =48+78=126.
13 8
Rezulta ca det(A4) + det(B) < det(4 + B), pentru matricele date.
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b) det(4B) =

2
= —54+624=570
27

det(4) - det(B) =15 -38 =570
Asadar, det(4B) = det(A) - det(B);

1 -1 V3 -3
c) det[\3(4—1,)] det|:\/_ (7 3)}_7\5 3\/§“9+21‘30'
4 -1\ |4 -1
det(A+21,) = det = =24+7=31.
B S

Rezulti ci det[<3(4—1,)] < det(4 +21,).

E4. Rezolvare

a) Ecuatia se scrie sub forma: —2x + 12x =20 < 10x =20 < x = 2.
b) Se obtine: 5x —6x +2 =10 & x=-8.

¢) Se obtine: 6x° —x* —x=4 < 5x* —x—4=0 cu solutiile:

4
x1=1, =3
d) Ecuatia este: 3x —x” —4x” + x —4x + 1 =x — 5 < 5x> + x — 6 = 0 cu solutiile:
- 6.
x1=1, =%
e) Avem: x° — xi — 2xi = 9 — xi <> x* — 2xi — 9 = 0 cu solutiile:
x1,2=1i2\/§;

f) Se obtine succesiv:
6"—x=36"-x-30<36"-6"-30=0.
Noténd 6" = y se obtine ecuatia y* —y — 30 = 0 cu solutiile:
Y= 6, = *5.
Se obtine solutia x = 1.

ES5. Rezolvare:
Regula lui Sarrus

3.-1 .2
1\\,4;',5
e U —1 =3-4(—=1)+1-(=1)- 24+ (=2)(=1)-5-2-4=2) = 5(=1)-3— (= 1)(—=1)-1=26.
3. —1 “
174 s

Regula triunghiului

3 o2
14,755 =340 (=) +1-(=1)-24(=2)- (< ])-5:(-) =2-4- (=) = (= )1 (=)= (= ])-5-3 =
YA
=26
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Regula minorilor
3 -1 2 4
1 4 5 =3-6”+(—l)~612+2-613=3-‘_
-2 -1 -1

5 1
+(=1)-(=1"**- +
| TEDEDT

1 4
+2-(=) J:3G4+5}+GJ+ND+204+8):26

Se procedeaza analog pentru ceilalti determinanti si se obtin rezultatele:
b) 18; ¢) —10; d) —4; e) 3; ) 0; g) 0; h) 0.

E7. Rezolvare:
a) Se observa ca elementele liniilor ,,unu” si ,,trei” sunt proportionale.
Rezulta ca determinantul este nul.

b) Se da factor comun 10 de pe coloana I si se obtine:

1 -1 3
105 1 1|=1001+30-10-30+5-2)=-60;
10 2 1

c¢) Se observa ca determinantul are prima §i a treia coloand proportionale, factorul de proporti-
onalitate fiind k£ =-5.
Rezultd ca determinantul este nul.

d) Se formeaza doua zerouri scdzand prima linie din celelalte. Avem:
Il a m

b—a n—-m

0 b—a n-m|=

‘=(b—aXp—nﬁ-(n—mxc—aﬁ
c—a p—m

0 c—a p—-m

e) Se aduna coloana a doua si a treia la prima coloana, se da factor comun de pe aceasta
coloana si se obtine:

x+2y y y Ly vy
x+2y x yl=(x+2p»1 x yl.
x+2y y x I y x
Se formeaza zerouri pe prima coloana scazand prima linie din celelalte linii.
Iy y
. X—y 0 2
Se obtine: (x+2y)[0 x—y 0 =(x+2y)‘ 0 ‘=(x+2y)(x—y) ;
x—
0 0 x—y 4
f) Se aduna toate coloanele la prima coloana si se da factor comun pe coloana intai. Se obtine:
a+b+c b c 1 b c
a+b+c ¢ al=(a+b+o)|]l ¢ a.
a+b+c a b I a b
Se formeaza zerouri pe coloana Intai scazand prima linie din celelalte linii. Se obtine:
1 b c
c—b a-—c
(a+b+c)'0 c—=b a—c|=(a+b+c): =
a—b b—c
0 a=—b b—c

=(a+b+c)—(c—b)Y —(a—b)a—c)|=(a+b+c)ab+bc+ca—a*—b>—¢?).

56



ES8. Rezolvare:

6
a) 611=(_1)1+1d11=‘5 1

4
d,=(— 1)1+2d12 = _‘12 1

4 6
O =(— 1)1+3d13 = ‘12 5‘ ==52
-9 10

0, =(— 1)2+1d21 = _‘ 5 1

s

8 10
8, =(=1"*"d,, =‘12 : ‘=8—120=—112

8 -9
0y =(— 1)2+3d23 = _‘ ‘ =—148

12 5
-9 10

oy = (=1"d,, =‘ 6 _3‘=_33
8 10

0, =(=1)"d;, =~ =64
32 (Gll)) 32 ‘4 _3‘
_ 343 5 _ 8 — _

633_(_1) d33_4 6 =84

b) d =-9-8,+68,, +58,, = —9(—40)+ 6(-112) +5-64 = 8
d=12-8,+58,+1-8,,=12(-33)+5-64+84 =8

¢) Inmultim linia a doua cu —2 si 0 adunam la prima linie, apoi o inmultim cu -3 si 0 adunam
la a treia linie. Se obtine:

0 —-21 16
' ’ ' / 2+ _21 16
4 6 —3|=00,+4-0),+0:8, =48, =4-(=1) d21=_4'_13 1ol
0 —13 10
= —4(-210+208) =—4-(-2)=8.
Sinteza

S1. Rezolvare:
Calculam cei trei determinanti si obtinem:

(25-32)—6(6+2—20+4)—10=>31.
S2. Rezolvare:
Calculam determinantii si obtinem:
20(%—5—%)—(—3+1)+%(—18+20+10+3) —14=16=14: fals.
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S3. Rezolvare:
a) Ecuatia se scrie sub forma echivalenta:

45+ 8x — Sx— 15=—14 < 4x* + 3x — 1 = 0, cu solutiile x; = -1, x, =

b) Ecuatia este echivalenta cu:
2x% + 2x = 3x% + 6x =—i* — (9 — i*) < x* — 8x — 9 =0 cu solutiile x; = —1, x, = 9.
c¢) Se obtine ecuatia:

2x* — 2x — 20 + 5x = —5x> — 2x — 2 < 7x” + 5x — 18 = 0 cu solutiile x1=9

7% =-2;

d) Se obtine succesiv:
32 _36=2-3"_-3<=309-6+1)=36=3"=9<x=2.

S4. Rezolvare:
a) Calculand determinantii se obtine:
2+ 1+1-x-2-x=315+6-28-126-15+28 =x"~x—-90=0
cu solutiile x; = 10, x, =-9;
b) Calculand determinantii se obtine:
X H+2-x-Bx—-xX+2)=0=4x=0=x=0;
c) Ecuatia este echivalenta cu:
22x—1)=2@Bx+2)+24+4+6Q2x—1)—4Bx+2)=3 - <= x*—10x +9=0,
cu solutiile x; = 1, x, =9;

d) Pentru calcule mai restranse aplicam de céteva ori proprietdti ale determinantilor pentru
determinantul de ordin 3. De exemplu:
Scadem coloana intai din celelalte si se obtine ecuatia:

X 1 2
x+3 1 2 |=5(x+1)—4x
2x -1 —x-3

Scadem linia Intéi din a doua si 0 adundm la a treia si se obtine:

x 1 2
3 0 0 |=x+53x+3=x+5,
3x 0 —x-1

cu solutia x = 1.

SS. Rezolvare:
Calculand determinantii se obtine ecuatia:

X —6x*+5x=0<x(x*—6x+5)=0,
cu solutiile x; =0, x, =1, x3 = 5.

Rezulta ca S = 126.

S6. Rezolvare:

2
a a

. . . A N . . . A 2 2
a) Se scade succesiv linia intai din a doua si a treia, obtinandu-se: d =|b"—a~ b—-a 0].
2 2
cc—a c—a 0
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Se da factor comun (b — a) si (¢ — a) de pe linia a doua, respectiv linia a treia §i se obtine:

a a 1
b+a 1
d=0b-a)c—a)lb+a 1 Ol=0b-a)c—a) =b-a)c—a)b—-c);
c+a 1
cta 1 0

b) Se scade coloana intai din celelalte si se obtine:
a1l 2 a 1 1

d=b 1 2|=2|b 1 1{=0 (doua coloane sunt identice, deci d = 0);
c 1 2 c 11

c¢) Se scade linia Intai din celelalte apoi se da factor comun pe linia a doua si a treia. Se obtine
succesiv:

a a+1 a+l a a+1 a+l
d=|b—a b’—a* b—al=(b-a)c—-a)|l b+a 1
c—a *-d* c-a 1 c+a 1

Se scade coloana Intai din a treia si se obtin doud zerouri pe coloana a treia:

a a+1 1 {
d=b-a)c—a)|]l b+a O=0b-a)c—a) +a‘=(b—a)(c—a)(c—b);
l c+a
I c+a O

d) Se aduna la prima linie celelalte linii obtinandu-se:
0 0 0

d=|b—c n—p y—z|=0 (o linic are toate elementele nule);
c—a p-m z—X
e) Se scade coloana intai din celelalte coloane, apoi se da factor comun pe coloana a doua si a

treia si se obtine:
X  y—Xx z—X X 1 1

d=|x* y'=x* ZZ-x|=(—-x)(z-x)|x> y+x z+x.

vz Xz—yz Xy-—yz yz -z =y
Se scade coloana a doua din a treia si se da factor comun pe coloana a treia obtinandu-se:
X 1 0 X 1 0
d=(-x)z=x)|x* y+x z=yl=(-x)C-x)z-y)|x* y+x 1=
yz -z z—=Y vz -z 1
X 1 0
=(y—0(E-x)@E-y)| x ytx o 1=

yz—x* —x—y—z 0

=(-DE=DE-»ED ]
yz—x X—y

=(x—y)(x—2)(z—y)(xy+xz+)yz2);

_ T O DE=yy —az =y =

f) Se scade coloana intai din coloana a doua si se aduna la a treia si apoi se formeaza doua
zerouri pe coloana a doua.
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Avem:

a+l =2 a*+a| la+1 -2 a*+a a+l =2
d=|b+1 =2 b*+b|=lb—a 0 b —d*+b—a|=b-a)c—a)] 1 0
c+l =2 F+c| |lcma 0 F-d*+c—a 1 0
1 b+a+l
=b-a)c—a)-2 =2(b—a)(c—a)(c—-Db).
1 c+a+l

S7. Rezolvare:

a+b+c a+b+c

Se aduna linia a doua si a treia la prima obtinandu-se d =|b—c—a 2b
2c c—a-b
Se da factor pe linia intai apoi se fac zerouri pe aceasta. Avem succesiv:
1 1 1 1 0
d=(a+b+c)|b—c—a 2b 2b|=(a+b+c)lb—c—a a+b+c
2c c—a-b 2c 2c -a—-b-c
Se da factor pe coloana a doua si a treia si se obtine:
1 0 0
d=(a+b+c)y-lb—c—a 1 l|=(a+b+c).
2c -1 0

Asadar egalitatea este verificata.

a*+a
b+a+l|=
cta+l

a+b+c
2b
2c

a+b+c|.
0

b) Se scade coloana intai din celelalte si se da factor comun pe aceste coloane obtinandu-se

succesiv:

x+y z—x z—Yy x+y 1
d=|x"+y" Z2-x" Z-y|=C-x)(z-y)|x+)’ Z+Xx
x3+y3 R B S R

<

Se formeaza un zerou pe linia intai, scdzand coloana a doua din a treia.
Avem:

x+y 1 0
d=(z-x)z—y)|x*+)° z+x y—x =
X4y ZHxz+x’ z(y—x)+(7 +x)
x+y 1 0
=z—-x)(z—y)(y—x)|x*+)° z+x 1

x3+y3 ZHxz+x x+y+z
=2xyz(x = y)(y—2)(z—x)

S8. Rezolvare:

b
Fie 4= (a ) € . /4(R). Avem:
Xy

£ bYa b\ (a*+bx ab+by
x yLAx vy ax+yx bx+y’
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z+y
X+y Ztxz+xt ZHzy+y’

=2xyz(z = x0)(z =)y —x) =



tr(A)-A=(a+y)~(a bjz[a2+ay ab+by}
X

y ax+yx ay+ y2
det(4) = ay — bx.

Inlocuind in expresia 4> —tr(4) - A + det(4) - I se obtine matricea O,, ceea ce trebuie aritat.

S9. Rezolvare:

1

1 -2 1
ayd=|1 -1 3=-4+1+0-0+8-3=2
0 1 4
t=tr(A)=1+(-1)+4=4
b) 611:(_1)1+1d11:‘ 11 3‘2_4_3:_7
242 1
»n=(D""dy :‘0 4‘ =4
1 —
633=(—1)3+3d33=‘ ‘_—1+2—1

Rezultd ca s =-2;

c) Avem:
5, = a0, + a0, +aydy, =1-(—=1)d, +3(= 1Y d,, + 4= 1)"d,, =

13 11
=—1|  |[+3-4+4=1)| _[=0
0 4 13

d) Calculdm mai intai A si 4> obtinand:

1 =2 1Yl -2 1) (-1 1 -1
A=4-4=1 -1 3|1 -1 3|=[0 2 10
0 1 3 19
A=A4-4=2 8 46

4 14 86

Rezulta ca:
2) (4 -4 4 2 4 =2
A3—t-A2+s-A—d-I3— 46 |+ 0 -8 —40 |+|-2 2 -6 |+
4 14 8 ) |4 -12 =76 | 0 -2 -8

-2 0 0 0 00
+ 0 -2 0 [=|]0 0 O], ceeace trebuia gasit.
0 0 -2 0 0 0
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S10. Rezolvare:

-2 1 -4
a) det(4)=1 -1 3|=0-4+6-8+6=0.
2 1 0
1 -1 2
B=|1 2 -1]sidet(B)=6—-2+2+8+3+1=18.
2 1 3
-2 1 —4Y1 -1 =2 -9 0 -9
A-B=1'1 -1 3|1 2 —-1|=6 0 8 | si det(dB) = 0, avand o coloand cu
2 1 0J)2 1 3 3 0 -5

elementele nule;

b) Evident, 0 =0 - 18;

c) s= bl 1631 + b12632 + b13833 =1 (_1)3+l 'd31 + (_1)(_1)3+2d32 +(=2)- (_1)3+3d33 =

-1 2/ 1 2 1 -1
+

2 1 1 -1 1 2

Rezultatul corespunde proprietatii Py.

-0

S11. Rezolvare:

a) Se aduna coloana a treia la prima, se da factor comun pe coloana intai si pe coloana a doua
si se obtin doud coloane identice. Avem:

a+b+c 3 ¢ 11 ¢
d=|la+b+c 3 al=(a+b+c)-V3-1 1 a|=0.
a+b+c 3 b 11 5

b) Se adund coloana a treia la prima si se obtin douad coloane proportionale, factorul de
proportionalitate fiind (a — b);

¢) Se scade coloana intai din a doua si se vor obtine coloane proportionale. Avem:
a (b+cy—da* b+c—da| |a®@ (a+b+c)b+c—a) (b+c—a)
d=|b> (a+c)’=b" a+c—bl=|b" (a+b+c)a+c—b) a+c—b|=0.

& (a+by’=c* a+b—c| | (a+b+c)Na+b—c) a+b-c
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2.2. Aplicatii ale determinantilor in geometrie

Exersare

E1. Rezolvare:

x y 1
Ecuatia dreptei AB are forma: |2 —4 1{=0, echivalentd cu 7x +3y -2 =0.
-1 3 1
2 -4 1
Punctele 4(2, —4), B(-1, 3), C(5,—11) sunt coliniare daca -1 3 1|=0.
5 -11 1

Calculand determinantul se obtine ca este nul, deci punctele sunt coliniare.

E2. Rezolvare:

-1 -9 1
a)Avem: |2 -3 1|=3+2-36+12+18+1=0.
4 1 1

Rezulta ca 4, B, C sunt coliniare.

2 31
b)|l -1 1|=-2+5-3+1+3-10=-6=#0.
1 5 1

Rezulta ca punctele M, N, P sunt necoliniare;

4 21
o2 1 1=—4+6-12-6+4+12=0.
6 3 1

Asadar E, F, G sunt puncte coliniare;

2 -1 1
d) |3 1 |=2+6m—-15—-m-m+3—-4m+10=0.
m 2m-5 1

Rezulta ca punctele 7, U, V sunt coliniare, oricare ar fi m € R.

E3. Rezolvare:
a) Ecuatia dreptei AC are forma:

x y 1
2 3 1|=0=8+y-13=0;
1 5 1
b) Punem conditia de coliniaritate a trei puncte:
2 31
m+l 2m 1=0&10m-5=0m=1;
1 5 1
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c¢) Folosind formula ariei unei suprafete triunghiulare cu ajutorul determinantului se obtine
egalitatea:

2 31
%-|A|:22,5,unde A=|m+1 2m 1.
151

Asadar, %-|10m —5|=22,5 sau inca,

10m—5|=45.

Bezultécé 10m—5=45sim=5sau 10m—5=-45sim=-4.
In concluzie, exista doud triunghiuri ABC in conditiile problemei.

E4. Rezolvare:

x y 1
a) AB:|-3 -2 1|=0ox+4y+11=0
4 1
x y 1
AC:|-3 =2 1|=0&x+2y+7=0
-1 -3 1
y 1
BC:|5 —4 1=0=x+6y+19=0;
-1 -3 1
+ by, +c|
. d(4, BC =|“x°—°;A—3,—2  BC:x+6y+19=0;
( ) \/m ( ) Y
-3+6-(-2)+19] 4
« d(4, BC _| =—;
( ) JVI2+ 6 J37
5+2(4)+7] 4
« d(B, AC :|—:—;
( TR %
—1+4(=3)+11 _ 2
« d(C, BA)=! _ 2
( ) V2 +4 V17
-3 -2 1
c) &ZABC)=%-|A|,unde A= —4 1j=-4.
-1 =3 1

Rezulta ca .pc) = 2.

ES5. Rezolvare:

x y 1
a) AB:|1 2 1=0&sy=2
8 2 1
x y 1
BC:|18 2 1|=0&=x+y-10=0
6 4 1
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x y 1
CD:|6 4 1|=0=y=4
3 41
x y 1
AD:|1 2 1|=0x-y+1=0;
3 41
x y 1
b) AC:|1 2 1|=0&2x-5y+8=0
6 4 1
x y 1
BD:8 2 1|=0&2x+5y-26=0;
3 41
2:1+5-2-26] 14
C dA,BD :| =
VA BD) = T s
2-6+45-4-26] ¢
dC, BD :| = .
( ) V22 +5° V29
Rezultd ci %>%,adicé d(A4, BD)>d(C, BD):
d) 4 iscn) = Aasc) + Aucn)
1 21
Ausey =5 Ay], unde A =[8 2 1|=14.
6 4 1
1 21
A(ACD):%|A2,undeA2=6 4 1/=6.
3 41
Se ob‘gine A(ABCD) =10.
Sinteza
S1. Rezolvare:
a) Reprezentdm punctele intr-un reper cartezian VA
sl D@, 5)
B C |
L
st
L2
IART
L 4 >
—2 -1 12 3%




x y 1

AB:|1 0 1|=0=4x+3y-4=0
-2 4 1
x y 1

BC:|-2 4 1|=0sy=4
-1 4 1
x y 1

CD:|-1 4 1|=0=x—-4y+17=0
3 51
x y 1

CA:|-1 4 1|=02x+y-2=0;
1 01

_|2'(‘2)+4—2|_L
b)d(B,AC)_—m =7

2:34+5-2

d(D,AC)=ﬁ=%;
1 0
¢) A(ABD):%|AI ,unde A =|-2 4
305
2 4
Ancpy =5°|8s), unde A, =|-1 4
305
1 4
A(COD)=%-|A3, unde A,=[0 0
305

in concluzie, A(BCD) < A(COD) < A(ABD)-

1

I[=-23. Rezultd cd 4, = % .
1

I=1.  Rezultdca 4, :% .

1

1

I|=+17. Rezultdcd 4y = 17 .

1

d) Din conditia M, B, C sunt coliniare rezulta:

m m+2 1
-2 4  1|=0,rezultam=2si M(2, 4).
-1 4 1
2 4 1
A(MAD):%|A> unde A=[{l 0 1|=3.
3 51

Rezultd c& 4, =% .
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S2. Rezolvare:
Din conditia de coliniaritate a trei puncte se obtine:
1 1 1

2¢ 27 -2 1|=0,
2x+1 _ 2 2x 1
relatie echivalenti cu 3 - (2x)*— 10 - 2"+ 8 =0

cu solutiile: 2*=2si 2" =§ :
Rezulta ca xe«1, log, %}
S3. Rezolvare:

Aron = % |A
0 0 1

A=lsin®a cos’a 1|=sin*a-cos’b—sin’b-cos’a=
sin®b cos’h 1

= (sinacosb—sinbcosa)-(sinacosb+sinbcosa)=sin(a —b)-sin(a+b).

, unde

Rezultd ¢ A4,y = % .|sin(a—b)-sin(a +b)|.

b) Revinde la a studia ca punctele sunt coliniare, oricare ar fi a, b, c € R. Avem:

sinfa cos’a 1] [sina—-1 cos’a 1 |-cos’a cos’a 1
sinb  cos’h 1|=lsin’b—1 cos’h 1|=|-cos’bh cos’h 1/=0.
sinc¢ cos’c 1| |[sinc—=1 cos’c 1| |-cos’c cos’c 1

(doua coloane sunt proportionale).
Asadar, punctele 4, B, C sunt coliniare, Va, b, c € R.

S4. Rezolvare:
a) Punem conditia ca punctele 4, B, C sa fie coliniare:

2 m 1
m+l m 1|=0&m -3m+2=0
1 2 1
cu solutiile my = 1, my = 2;
2 m 1
b) 14(ABC):1<:>%'|A|:1,unde A=lm+1 m 1l==m’+3m-2.
1 2 1

Rezulta ca %-‘—m2+3m—2‘=1<:>‘m2—3m+2 =2.

Semnul expresiei m* — 3m + 2 este dat in urmitorul tabel de semn:

m 1 2
m —3m+2 | +++0——0++++

Pentru m € (—, 1]U [2, +o) ecuatia 1 devine: m* — 3m = 0, cu solutiile m; = 0, m, = 3.
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Pentru m € (1, 2) ecuatia 1 devine: —m” + 3m —2 =2 < m” — 3m + 4 = 0 care nu are solutii reale.

Asadar, m € {0, 3}.

S5. Rezolvare:

m 2m—-1 1
Calculim A(AOB):%-|A| A=|m+1 —m+2 1|==3m*+m+1.
0 0 1

Conditia din enunt se scrie sub forma:

1 2 _23 I
53w+ m =5 o 3’ —m—1]=23.
Tabelul de semn al expresiei 3m* —m — 1 este

- o 1—5/5 1+£/1_3 too
3mP—m—1 |++++ 0————— 0++++

Pentru me (—oo ecuatia 2 devine: 3m* — m — 24 = 0 cu solutiile

1-V13 | [ 1+ 13 oo)

— ]U[ > ot
8

ml:—g;m2=3.

1-V13 1+/13

)

Pentru me ( ) ecuatia (2) devine:

SBmPAm+1=233m —m+22=0,
care nu are solutii reale.

Asadar, me { —%, 3}.

S6. Rezolvare:
m—1 3 1

a)Avemrelatia | 2m  -m 1l=0om’ -4=0=me {-2,2};
2m—=3 1+m 1
m—m l1+m 1
b) Avem conditia: 2m-n 1 1|=0=2mn—-m’ =0 m(2n—m)=0< m=0 sau
m n+1 1
m=2n,ne R.

S7. Rezolvare:

X v 1
BC:|0 21‘_2’1" =0, m#1e m+Dx+0—m)y+6m—2=0, m#1.
m—1

d(4, BC)=3+ |m+1+i_m+6mz_2| =3 |6m|=3v2m"+2.
Jm+1)*+(1-m)* =3

Ridicand la patrat se obtine ecuatia m> =1, m # 1 cu solutia m =—1.
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S8. Rezolvare:
Fie M(«c, ) situat pe dreapta de ecuatiex —y —3=0. Rezulticaa - -3 =0.

Egalitatea 40 = Ao se scrie sub forma: %-|A1| = %|A2| unde:

0 0 1 0 01
A=I3 2 1[=3B-20 si A,=|2 4 1l=2p—40.
oa B 1 o B 1
Rezulti ci |38 —2a|=[28—4a| si a—B—3=0.
Inlocuind @ = + 3, ecuatia cu moduli devine: |3—6|=[28+12) *)

Tabelul de semn al expresiile din moduli este:

p —o -6 6 +00
-6 |——————— 0+++++++
2+12 | ————0++++++++++

* Pentru 8 € (—, —6] ecuatia (*) devine:
—B+6=-28-12, cusolutiaff =-18 € (—o, —6]
* Pentru 8 € (-6, 6) ecuatia (*) devine:
—B+6=23+12, cusolutia f=-2¢€ (-6, 6)
* Pentru B € [6, + ) se obtine ecuatia:
p—6=26+12,cusolutiaff =-18 ¢ [6, + ).
Asadar existd doud puncte cu proprietatea din enunt: M;(—15, —18), My(+1, -2).

S9. Rezolvare:
m 1 1

Ay =5°|Al unde A=|1 m M| =-m*+2m-1.

m m 1

Conditia din problema se scrie sub forma:
%-‘—m2+2m—1‘:2 S lm-2m+1|=4& m-17 =4,
ecuatie care are solutiile m; =—1, my = 3.
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TESTE DE EVALUARE
TESTUL 1

1. Rezolvare:
Calculdm determinantii si obtinem:

E= %(12 +10)-5(1+4-6+10)+36 =2. Rezulta ca raspunsul corect este b).

2. Rezolvare:

2 -1 3
-1 4 =5
a) det(4)= 4 -1 3|=48+6+20—48—-20—-6=0.
2 -1 3
-1 4 =5
c) det(4)=—1-8,,+4:8,=5:8,, =(-1)- (_l)2+1d21 +4'(_1)2+2d22 -5 (_l)2+3dz3 =
‘—1 3 2 3‘ 2 —1‘
= +4 +5- =(-6+6)+4(12-12)+5(-4+4)=0.
-2 6 4 6 4 -2
d) det(4) =(-1)3,+4-8,,—2-8,, = (-1)(-1)"*- 41 . +4.‘j Z‘—z-(—l)3+2 _21 _3’5‘

=—6+20+4(12-12)+2(-10+3)=14-14=0;

e) Inmultim succesiv linia a doua cu 2 si 4 si 0 adunam la prima, respectiv a treia linie.
o 7 -7

det(A)=|-1 4 =5|=(=D)-(=)*"-
0 14 -14

7 —
14 —14‘

f) Coloana a treia este o combinatie liniara a celorlalte doud coloane:
3=2+(1)-(-1);-5=-1+4(-1); 6 =4+ (-2)(-1).
Rezulta ca det (A) = 0.

3. Rezolvare:

x+3 2x-1 5
det(4+ B) = =—xX*—4x+4
x+4 X
o * Hyx 1) ¥ +2 x+3
2 312 3 2x+6 249
+2 x+3
det(C?) =|" YT o 12544,
2x+6
Ecuatia det(4 + B) = det(C?) este echivalenti cu:
o~ 4x+4=0x" ~ 12v+ 4 < 10¢° - 8v =0 cu solutiile xy =0, ¥, =

Rezulta ca suma solutiilor ecuatiei este % .
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4. Rezolvare:

2m+1 3 1
1 m l=0s2m’+m-15=0,
—4 2 1
cu solutiile m; = -3, mz:%-
TESTUL 2

1. Rezolvare:
Rezolvdm ecuatia a). Avem succesiv:

—3(x—4)—5(1—3x)—%(56+4)=%(—5—5) S12x=18 x=

\SJ[98}

Asadar S, =« %} .

Ecuatia b) se scrie sub forme echivalente astfel:

y(y—l)(y+4)—y—1—3(y+2)(y+5)—(yz—1)(y+2)+y(y+5)+3(y+4)=4y2+2y+1<:>

& 592 + 19y + 18 = 0 cu multimea solutiile Szz{—z,—%}.
_13 _ln _9 _.3 5 _9 3 _5) (3 _9
Asadar, Sl_{z},sz_{ 2, 2},Slusz_{2, 2, 5},Sl><sz_{(2, 2),(2, 5)}

2. Rezolvare:
Solutia & a ecuatiei x”* + x + 1 = 0 are proprictateacie’+e+1=0sie’ +e>+¢e=0, de unde
seobtinee’=—¢?—¢g=1.

det(A)=—¢’—& -~ +e>—1=—4

0 2¢* 2¢? 0 & ¢ 0 & ¢
L= 0 222 |=2|& 0 & s det(%-Az):ez 0 &l=c’+e=2.
267 267 0 e & 0 e & 0
Rezultd ca det(4)+det (% Az) - 442=22.

3. Rezolvare:

Avem: det(4) =—abz—cyz + Zx=z(xz—ab - cy)
det(B) = ab® + bey — bxy = b(ab + ¢y — x2)
det(C) = —xyz + aby + ¢y* = y(—xz + ab + ¢y).

Rezulta ca

n=xz(—ab — cy + xz) + ab(ab + cy — xz) + yc(—xz + ab + cy) = (ab + ¢y — xz)(—xy + ab + yc) =
= (ab + ¢y — xz)*.
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4. Ecuatia dreptei AB este:

X y 1
_2m - m ) — 2m, o x_

3 1 1—0©x+6+y(3 m) 3+m+3 y+4 0«
3-m -y 1

& 15x+(36—4m)y + (14m —36) =0

|15 +2(36 — 4m) +14m — 36|
225+ (36— 4m)*
225+ (36—4m)’ , me Z & [2m+17|= 225+ (36 —4m)*, me Z .

d(C, AB)=3 & =3, me Z & |6m+51|=3-

Dupi ridicare la patrat se obtine ecuatia de gradul doi: 6m> — 178m + 616 = 0 cu solutia
intreagd m = 4.
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Capitolul III. Sisteme de ecuatii liniare
3.1. Matrice inversabile din . 7 (C)

Exersare

E1. Rezolvare:
O matrice patratica este inversabila daca si numai daca determinantul ei este nenul.

-2 5 . -2 5 : .

a) 3 =—-6—-20=-26 # 0; matricea 4 3 este inversabila;
2 =5 . 2 -5 . .

b) = 144+15=1# 0; matricea _— este inversabild;
5 2 5 2

c)|2 3|=10+6=16#0; matricea | 2 3 |este inversabila;
9 4 9 4
V2 -l V2 -l

d) =1+1=2#0; matricea este inversabila.

1 % 1 %

E2. Rezolvare:

. . -1 _ 1 . *
Vom folosi formula: 4 = Jet(d @ A .

2
a) det(A):‘S 5‘:—10+8:—2¢0

C(2 8 . (8, b, o
A= ; A = , unde 9, sunt complementii algebrici ai elementelor a; ale

-1 =5

matricei transpuse ‘A .

Asadar, £ =[ 7 s a=-L (7]
adar, 4 = i =—=- .
; g 2)° 28 2

621 622

8 6
b) det(4)=|,  {|=2-4=-2%0.
3 4
SEHNER
‘A= . siAd= 5 .
6 -5 -3 -8
—% -6 % 3
Rezulticd 4 =—1 =
2l 2 ||y
3

c) det(A4) =‘ 0

I
I
—_—
H
e
Ny
I
—~ W
o |
—
— O
N~ —
N
P o
AN
*
Il
VR
o
N——o

Rezulticd A'=-A" =( 0

p—
—_ O
¥___/
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d)detA=‘\/§ ﬁ=9—4=5¢0; tA=(\/§ 2‘5)
22 33 V2 33
A*=[3J§ _ﬁJsiA-l=l-(3ﬁ —ﬁ)
22 3 S\-2v2 B3

111 112 10 -1
o) detA=1 1 0|=—120, 4=|1 1 1,4 =|-1 =1 1 |si

21 1 10 1 “1 1 0

10 1
A'=—A'=[1 1 -1|;
1 -1 0

2 1 3 2 0 0 5 5 7
f) detd=|0 —1 4|=10; U=|1 -1 0|, £=[0 —10 —8|si A‘E%-A.

0 0 -5 3 4 -5 0 0 -2

3 2 0
g) det(A)=[0 2 2|=-18-4+12=-10

1 -2 -3

30 1 2 -6 —4

U=|-2 2 =2\, 4£=|2 -9 —6 siA“z—%-A*

0 2 -3 2 4 6

1 3 2 121 2 1 3
h) det(4)=[2 0 1|=8+3-6-2=3,4=|3 0 2|; 4 =|-1 -1 3 [4'=

121 2 1 1 4 1 -6

E3. Rezolvare:

Pentru fiecare matrice se pune conditia ca determinantul sa fie nenul.
2 m

a) 3 6=—12—3m¢0=>m¢—4=>mE(C\{—4};

" 5‘=m2+100¢O=>m¢t10i=>mE(C\{—10i,101'};
=20 m
m—3 7
2 m+2
Dacim’—m—20=0= A =8l sim,€ {-4,5}.
Rezulta ca matricea este inversabila dacame C \ {4, 5}.

b)‘

9) =m’—m-20#0.

m*=3m m

d
) m—3 1

m m
=(m—3)‘l 1‘=O,VmE(C.Rezultécé me ®.
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m m+1 2

e)[1 1 3=3m"+2m—-1#0.
0 m 1
Daci 3m2+2m—1=0:>me{—1,%}.

Rezulta ca matricea este inversabila daca m € C\ {— 1 1} )

'3
m 4 3
N2 -1 0=—6m"—6#0.
m 11 9

Dacd —6m*—6=0 = me {i,i}.
Rezulta ca matricea este inversabild pentrume C \ {—i, i}

24m 1 1
g | m m-1 l=m’-3m=m@m-3)#0.
1 m 1

Rezultacame C \ {0, 3}.

2
| 4 9 m—_7=%(3m2+354m—357)¢0.
2

Daca 3m” + 354m — 357 = 0, impartind cu 3 rezulta ecuatia m* + 118m — 119 = 0 pentru care

A= 118 —476 = 14400.
Se obtine m; = 1, my =—19.
Asadar, matricea este inversabild pentrume C \ {1,—-19}.

E4. Rezolvare:
a) det(4) =2 # 0; det(B) =—1 # 0.

det(4B) = det(BA) = det(A4) - det(B) =2 # 0.
Rezulta ca matricele 4, B, AB, BA sunt inversabile.

(=4 L (10 =2y . o L (T
s 4= , A = S1 A =—%-4 = 1|
2 10 4 -1 2 2 1
(73 L (2 =5\ . . (-2 5
. 'B= ,B = B '=-B=
5 2 —3 7 3 =7
7 5\ (-1 -1
. = , det(4B) =2
3 2] (2 o

. (-1 2 L (0 +1) 71_101_0%
(AB)—(_1 ),(AB)—(_2 _1) si (4B) —5-(_2 J—
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-1 2 -2 4
-BA:(7 5)( H e J,det(BA)=2
3 204 10 -11 26

—27 —11) . (26 —64)
, (BA) =

'(BA) =
64 26 11 =27

13 -32
Rezultd cd (B4)™ =%-(BA)* = [u _QJ
2 2

b) Se verifica prin calcul, folosind rezultatele de la punctul a)
0. £ :(—1 2 ](—1 2 ):( -7 18J
—4 10\ —4 10 -36 92
det 42 = (det A = 4; '(4%) = (_7 _36)
18 92
e z(—z —18).
36 -7

23 -2

o a1 (92 —18 2
Rezulta ca (4°) ==+ =

4 \36 -7 7

4

Asadar, (4°)'=(47").

e B’ = (7 5](7 5]:(64 N ]; det(B*) = (det(B))’ =1.
3 213 2 27 19
(64 27\ . (19 —45
& ):(45 19)’ &) =(—27 64 )
Rezultd cd (B*)' =(B?).

(-2 5Y=2 5 19 —45
&) :{3 —7](3 —7]2(—27 64J
Asadar, (B*)' =(B™").

ES. Rezolvare:
Se foloseste formula (4™') ' = 4.

a) Determindm inversa matricei 4™ :[ 3

| |
(] (V)]
N|— oo
N——

det(A‘l):—%+12:%.

3

_5 ——

h=|  Play=
8
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Rezultd cd (47" = %

W N~

b det(4 ™) = —2: ‘(4 =[ J

=2 Vsiay—azt? O[]
Tl 1) T2 a2 Ly
2
2 0 1
c)det(A ) =1; (4 =|-1 4 -2;
1 -1 0
2 2 3 2 2 3
Ay =[-1 -1 2|si@'=4=|-1 -1 =2
-4 -5 -8 -4 -5 -8
11 7
5 5 3 | 1 11 -7 |
1 _ _ —__1 _ _
d) detd'=0 =2 1|=520 2 1|=55(-5=
1 4 3 1 -4 3
5 5 5
1 5 1 2 1 3
5 5 5 5 5
te 4-1 11 5 _4. -y 1 2 _1
“UH=3 2 5 =5 5 5|
7 4 3 2 3 2
5 5 5 5 5
+2 +1 43

Rezulticd (4 '=4=-5U4")=|-1 =2

|

S}

|

w

N =

Sinteza

S1. Rezolvare:

2" * . o5 . .
a) e 20" —20" =0 Rezulta ca matricea nu este inversabila.
4 10" 4 10"
gl 2 0o 2 . g1 . .
b) & = —420. Rezult ca matricea | © este inversabila.
-2 g5 |-2 Ig5 -2 g5
or 3 . or 3 . .
c) =41-24=0. Matricea nu este inversabila.
8 4! 8 4
C; 4| |6 6
a [+ 3= =6+6=12%£0;
-1 1| |-1 1

2

4

2
Rezulta ca matricea ( 13 J este inversabila.
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S2. Rezolvare:

. 2 . 1
a) A= R
3 4| (3 —4i
det(4)=—4i*—3=4-3=1.
i 3 . (4 -1
‘A= 4 = R
(1 —41) (—3 i )
Rezultaica A '=4".

b) A:(ﬁ+ﬁ L=i ]; detd=(3-2)—(1— ) =—1.

1+i  3-2
tA_(ﬁ+J§ 1+i ) *_(ﬁ—ﬁ —1+i)
=i B=V2) T == 2+3)

Rezulticid'=-4".

sinx cosx )
c) A= _ , detd = sin’x + cos’x = 1
—cosx sinx

. iar A = .
cosx sinx cosx sinx
*

Rezulticad'=4"

o (sinx —cosx). ) (sinx —cosx)

-1 ¢, C,
d) 4= 4 -3 5 |;

1
> 3 2

det(4) :%(—mZ +3m+d),me N, m=>2.
Din det(4) = 0, rezulta ca m = 4.

Asadar, A4 este inversabild daca si numai dacame N*\ {1,4} si 4= detl( D A

S3. Rezolvare:
Pentru fiecare matrice 4 punem conditia ca det(4) # 0, Vx € R.
a) detd = (m — 1)x* — 2x + 2m — 3.
Punem conditia ca (m — 1)x* —2x +2m -3 # 0, Vx € R,
Rezulta ca discriminantul A al ecuatiei (m — 1)x? = 2x + 2m — 3 = 0 este numar negativ.

Asadar 4 — 4(m — 1)2m—3)<0 & 2m’ —Sm+2>0 ©m6(—00,%)U(2,+00).

b)detd # 0,Vxe R & (1-mp’—x—-3m+2#0,Vxe Re
® A<0e=1-4(1-m)2-3m)<0.
Se obtine inecuatia de gradul doi 12m* — 20m + 7 > 0 cu multimea solutiilor

(== 2)u(E =)

c)detd # 0,Vxe R (m+2x+7-4m#0,Vxe€ R m+2=0si7—4m # 0.
Rezultd cam = 2.

S4. Rezolvilre:
Conditia A" = A" este echivalenti cu faptul ca det(4) = 1.
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a)detd)=1<=2m-13=1<=>m=-7,
b) det(A)=1©2m2—17m+9=1©m€{%;8};
c) det(A)=1e10m—-1=1lem=;

d)ydetd)=1<=-2-4"+3-2"+3=1<-2-4"+3-2"+2=0.
Notim 2" = y si se obtine ecuatia de gradul al doilea: —2y* + 3y + 2 = 0 cu solutiile:

W |—

— 1
V1= 29 W= _5 .
Revenind la notatie se obtine m = 1.

SS. Rezolvare:

a) Pornim de la ipoteza AB = BA. Inmultim egalitatea matriceald cu B, pe partea dreapta si
obtinem:

ABB' = BAB' < A = BAB'. Inmultim aceastd egalitate in partea stingd cu B si obtinem:
B'A=B'BAB' < B'4= ABﬁl, ceea ce trebuia demonstrat.

b) Inmultim egalitatea AB = BA, in partea stdngd, cu A~ si obtinem:
A'AB=A4"'BA < B=A"'BA.
Inmultim aceasta ultima egalitate in partea dreaptd cu 4 ' si se obtine BA ' = A4 'B, ceea ce
trebuia aratat.

¢) in egalitatea de la a) inmultim in stinga cu 4" si se obtine B' =4 'B'4.

fnmultim acum cu 4" in dreapta si obtinem B'4 ' =4 'B "

S6. Rezolvare:

11 -1y1 1 -1 000
a) (L-AL,+A=L+LA-AL-A'=L-A=[-|2 2 212 2 2|=,-|0 0 0|=1,.
3 3 3/3 3 -3 000

b) Deoarece (I, — A) (I, + A) = (I, + A)(I, — A)=1,, rezulta cd [5 — A este inversabila si
(L—A)y1=(:+A).

Se poate deduce prin calcul cad I; — 4 este inversabild si apoi i se determind inversa dupa
1

1 3 (B’I:—~B*).
regula cunoscuti B
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3.2. Ecuatii matriceale
Exersare

E1. Rezolvare:

1 2 2 1
a) Ecuatia este de forma X4 = B unde 4 =(3 5} B =(3 1].

Deoarece det(4) = —1, rezultd ca A este inversabila si ecuatia matriceald data este echivalenta
cuX=B-A".

5 2 -5 2
Dar A'=—L . 4'=— = :
det(4) (—3 1 J (3 —1]
2 1y-5 2 -7 3
Rezulta ca X = = .
31403 -1 -12 5
1 2 21
b) Ecuatia este de forma X4 = B, unde 4 =(3 5} B=|3 1]

01

Deoarece det(4) = —1, rezulti ci existd 4 si ecuatia matriceald este echivalenta cu
X=B4"

a1 a 5 =2 B -5 2
Dar 47 =74 = (_3 1)‘(3 1)
] 7 3
5 2
1] —|-12 5|
3 -]
] 3 -

. 2 3 -1 1
c) Ecuatia este de forma AX = B, unde A:(3 4),8:(1 0].

Deoarece det(4) =—1, rezultd ci existi 4 si se obtine solutia X=A4"'B.

4 -3\ (-4 3
Dar Al=—L . =4 =— = )
det(A) (—3 2 J ( 3 —2]
4 3\(-1 1) (7 -4
Rezultaca X = . = .
3 =22 1 0 -5 +3

. 2 1 . 31
d) Ecuatia este de forma 4 = BX unde 4 :( J si B :( l )

Rezultaca X =

S W N

-1 -1 -5 2
Deoarece det(B) =—1, rezulta ca matricea B este inversabila si

B,l_ 1 B*_ B*_ 2i -1 _ =2i 1
TdetB) T 7 T |5 3| -5 -3

. . . Lo(=2 1Y2 1 —4i-1 -2i—1
Rezulta ca solutia ecuatiei este X =B~ 4= = .

=5 3ij-1 -1 -10+3i —-5+43i

E2. Rezolvare:

. . 3 2 4 1Y .
a) Ecuatia este de tipul AXB = C, unde 4 :(4 3} B :(5 1) si C = I,. Deoarece det(4) = 1,

det(B) =—1, rezulta ci existi A ' si B, iar solutia ecuatiei matriceale este X=A4"'CB .
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Dar a'=- L soa=(’ Plsinp= L _pgop-|' T
ar = . = = 1 = . =— =— = .
det(4) 4 3% det(B) 5 4] (5 -4

oL 3 =21 0Y-1 1 3 =2Y-1 1 -13 11
-4 3 10 15 -4 -4 3 5 -4 19 -16
-1 2 2 -1 2 8
b) Ecuatia este de forma 4 - Y- B=C,unde 4= , B= L C= )
3 1 0 3 8 -10

Deoarece det(4) = —7 si det(B) = 6 rezultd ca existi A ' §i B, iar solutia ecuatiei matriceale
este de forma: Y=A'CB "

D A_l_ 1 A*— 1 1 -2 _1 -1 2
A4 =4 " T 773 773 1

-1 _ 1 ) *_l *_l 3 1
B =Gam B 68 ‘6(0 2)'

Se obtine

Y_11—12 208 \(3 1) (14 -28Y3 1) (42 —42) (1 -l
7613 1){8 —10)lo 2) 42(14 14 Jo 2] 42l42 42| |1 1)

c¢) Ecuatia se scrie succesiv sub forme echivalente astfel:

R G TR

1 0 -2 1 0 6
Ecuatia s-a adus la forma AXB = C unde 4= . B= L C = .
2 1 2 0 7 -1

Deoarece det(4) = 1, det(B) = -2, rezultd ca A si B sunt inversabile si solutia ecuatiei
matriceale este de forma X=A4"'CB".

SRS R R 1 0
Dar 4 _—det(A) A=A —(_2 1)

a1 <1 0o -1 B 0 %
“detB) T T 2|2 2|
I 1
1 1 6 6
. . 1 0Yy0o 6)0 = 0 6 Y0 =
Se obtine solutia X = 2 (= 2 |= 19 |-
2 1\7 1) T 130 -13 -5

E3. Rezolvare:
a) Ecuatia este de tipul AX = B.
Deoarece det(4) = 3, rezulti ci existd A si ecuatia matriceala are solutia X=A4'B.

-2 3 1 10 7 2 10 7 2
Dar ‘A=|3 -4 —1|,4=|8 5 1 |si A‘I:%- 8 5 1
-1 2 =2 11 -1 11 -1

10 7 2 6\ (2
Rezultd ci X:%- 8 5 1100 =% 6 |=|2
11 -1]=2 3] |1

b) Ecuatia este de forma X - 4 = B.
Deoarece det(4) =1, rezultd ci existi 4 si ecuatia matriceald are solutia X = BA ™.
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1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1
Dar ‘A=|-1 0 -1[A=|-2 -1 3|sid'=|2 1 =3
2 -1 1 -1 0 1 1 0 -1
11 -1
. 1 2 1 -2 -1 4
Rezultica X = 12 1 3|= .
0 -1 3 Lo . 1 -1 0

c¢) Ecuatia matriceala este de tipul AXB = C.
Avem: det(4) = —1 si det(B) = 1. Rezultad ca matricele 4 si B sunt inversabile, deci solutia
ecuatiei matriceale se poate scrie sub forma X=A4"'CB™". Si calculam 4™ si B

2 1 -1 -1 4 3 1 -4 =3
s Avem ‘4=[2 -1 2 [A=[-1 5 3 |sid'=|1 -5 3]
30 1 1 -6 —4 -1 6 4
1 00 1 =2 7
eB=[2 1 0|B=|l0 1 -2|siB'=8".
-3 21 0 0 1

1 -4 =30 -1 -1Y1 =2 7 0 -5 -8Y1 =2 7
Rezultica X=4"'CB'=|1 -5 =300 1 10 1 =21|=l0 -6 9]0 1 =2|=
-1 6 40100 0 1Jo 0o 1 0 7 11f0 0 1

0 -5 2
=0 -6 3
0o 7 3

E4. Rezolvare:

a) Sa calculam det(4) si det(B). Avem:

det(4) = 2 si det(B) = —1. Rezultd cd matricele 4 si B sunt inversabile, caz in care solutia
ecuatiei matriceale se scrie sub forma X=A'CB™'. Si determinim 4" si B

110 I )
Avem: ‘A=|-1 1 o[ 4 =|-1 1 o [si A‘I:%-A*
111 0 0 2
C(203) L (4 3. . L (-4 3
B= , B = S1 B =-B = .
3 4 3 2 3 2
A P R ~15 11
Rezultici X=4[-1 1 0o ||1 o] Ly =L
2 3 2] 2 3 2 2
00 2Jlo1 0 2 6 -4

b) Deoarece 4 si B sunt matrice inversabile, solutia ecuatiei matriceale BXA = ‘C este

X=B"'-'C- A", adica
1 1 2
0ot -1 -9 16
) 201 7 -12f

1 -2 1
4 3)(2 1 0), 5 —4 3
X= : 2l-1 1 0 |= 211
321 0 1)2 4 3 22
0 0 2 0 0
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3.4. Metode de rezolvare a sistemelor liniare
Exersare

E1l. Rezolvare:
Matricele asociate sistemului de ecuatii sunt:

ouefa Sl
8 -1 2 y
-2 3
b) 4=|2 —4|B= 1;X=(x]
5 -6 -8 4
1 -2 1 1 X
¢)A=|4 1 3 LB=|l0ofx=|y]
9 -2 -1 4 z
a
d)A:F 1 _4;B=6}p¥=b
3 -2 1 11
C
4x+y—-z=1
e) Sistemul se aduce la forma cea mai simpla: (I-Dx—y+3z==2
(-2)x—iy+z=-"2
4 I -1 1 X
Matricele asociate sunt: A4=|1-i -1 3 | B=[-2[X=|y]|.
i-2 - 1 -2 z
3x—4y—-3z=-11
f) Forma simpla a sistemului este: <-3x+2y+3z=-2
x—y—2z=0
3 4 3 -11 X
Matricele asociate sistemului sunt: A=(-3 2 3 || B=[-2 [ X=|y
1 -1 =2 0 z

E2. Rezolvare:
a) * Verificdm daca perechea (-3, —2) este solutie a sistemului Inlocuind x = -3, y = -2.

—6—2 =-8 (adevarat
Obtinem: (adevarat)
’ 9+8=10 (fals)

Rezulta ca (-3, —2) nu e solutie a sistemului de ecuatii.

* Verificam daca perechea (-2, —4) este solutie, inlocuind x = -2, y = —4.

. —4 —4 =-8 (adevarat)
Obtinem:
—6+16=10 (adevarat)

Rezulta ca perechea (-2, —4) este solutie a sistemului de ecuatii.
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* Verificam daca perechea (—6, 2) este solutie.

, —1242=—8 (fals)
Obtinem:
; —18—8=10 (fals)

Rezulta ca (—6, 2) nu este solutie.

* Verificam daca perechea (i, 1) este solutie.
Obtinem: 2i + 1 = -8 (fals).
Rezulta ca (7, 1) nu este solutie.

b) Se verifica pe rand fiecare pereche daca este solutie inlocuind pe x cu primul numar si pe y
cu al doilea numar al perechii.
Pentru acest sistem verifica perechea (-6, 2).

¢) Solutia este perechea (7, 1).
d) Solutia este perechea (i, 1).

E3. Rezolvare:
a) Se inlocuie x = 1 si y =2 si se obtine succesiv

a+3+6=8 a=-1 a=-1
= =
4-(2b+3)-(-2)=18  |4b+10=18  |b=2
7
4’
(a+3)(—1)+15=8 Ta+3)=-7 [a+3=4 [a=1
4 =3 4 SN e,
~7+502b+3)=18 5(2b+3)=25 2b+3=5 b=l

b) Se inlocuie x =—-, y =—5 si obtinem succesiv:

E4. Rezolvare:
a) Forma matriceald a sistemului de ecuatii este:

3 4 7 X
AX=B,unde 4= ; B= L X =
2 3 5 y

Deoarece det(4) =—1 # 0, matricea 4 este inversabila si solutia ecuatiei matriceale este:
X=4"B.

Dar A =—L g7 )P
ar = . = — = — = .
det(A4) -2 3 2 -3

) ) 3 —4Y\7 1
Se obtine solutia X = = )
’ ’ 2 =315 -1

Asadar, solutia sistemului este perechea de numere reale (1, —1).

b) Forma matriceald a sistemului de ecuatii este: AX = B, unde

£

Deoarece det(4) = 1, matricea A este inversabila si solutia ecuatiei matriceale este X =A4"'B.

Dar A =L g =[]
T Taa@ T T T s 2
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-7 3Y1 2
Rezultaca X = = .
-5 23 1

Asadar, solutia sistemului de ecuatii este perechea de numere reale (2, 1).

x—y=35
c¢) Forma generala a sistemului de ecuatii este: Y ,
6x—5y=2

iar forma matriceala este:

1 -1 5 X
AX=B,unde A= , B= L X = .
6 -5 2 y

Deoarece det(4) = 1, rezulta ca 4 este matrice inversaibla, iar solutia ecuatiei matriceale este:
=51

X=A'B,unde 4'=4"= .
-6 1

' =5 1Y5 -23
Se obtine X = = .
-6 1)2 -28

Asadar, solutia sistemului de ecuatii este perechea de numere reale (—23, —28).

d) Forma matriceald a sistemului este ecuatia matriceala AX = B unde:

2 1 3 —6 X
A=|4 1 1 || B=[10 |, X=|y
-3 1 2 -1 z
1 -5 4
Avem ci det(4) = —30, deci exista A~ :detl(A) A*z—% -11 -5 -14|.
-5 2
Solutia ecuatiei matriceale este:
1 =5 4 -6 —60 2
X=d"-B=—g5| -1l =5 —14] 10 |=—5| 30 |=| 1|
7 -5 2 )\-1 -90 3

Asadar, solutia sistemului de ecuatii este tripletul de numere reale (2, —1, 3).

e) Forma generald a sistemului de ecuatii este:

6x—3y+5z=3
4x+6y—-5z=3 ,
2x=3y+10z=2
iar forma matriceala este AX = B, unde
6 -3 5 3 X
A=[4 6 S|[B=|3[X=|y]|
2 -3 10 2 z
45 15 -15
Avem ci det(4) = 300 # 0, deci exista A‘lzﬁ-[:ﬁ- 50 50 50 |,
24 12 48
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iar solutia ecuatiei matriceale este:

1
45 15 -15\(3 150) |2
— 471 —L — . :L = l
X=4 B—300 50 50 50 |3 300 100 3|
—24 12 48 J|2 60 1
5
Rezulta ca solutia sistemului de ecuatii este tripletul (%, %, %) .
f) Forma matriceald a sistemului de ecuatii este:
I 1 1 a X
AX=Bunde 4=|2 5 3| B=[b| X=|y]|
1 3 =2 c z
-1 5 -8
- _ . . - -1 _ 1 . * — * — _ . . o« .
Avem ca det(4) = 1, deci exista 4~ = ) A =4 1 ; z , 1ar solutia ecuatiei

-1 5 -=8)(a a+5b—8c

matricealeeste X=4"'B=|1 -3 5 |-|b|=|a—3b+5c|.
1 -2 3)\c a—2b+3c
Rezulta ca solutia sistemului de ecuatii este tripletul de numere

(—a+5b—8c,a—3b+ 5c,a—2b+3c).

ES. Rezolvare:
Un sistem de n ecuatii cu n necunoscute este de tip Cramer dacd determinantul matricei
sistemului este nenul.

1
a) Matricea sistemului este 4 = (3 9 ] cudet(4) =33 # 0.

Rezulta ca sistemul este de tip Cramer si are solutia unica:

=133 si d LS
= 1 = = —
9 A D

dx dy
X = , y = ,
det(A) det(A)

Rezulta ca: x =@, y= —i.
33 33

b) Matricele asociate sistemului sunt:

-1 =5 1 X
A= , B= , X = .
Avem ca det(4) = 0.

Rezulta ca sistemul nu este de tip Cramer.

unde dx =

11
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3 4 2 3
c)Avemca A=|5 1 3 |,cudet(d)=3#0si B=| 6.

1 -6 1 —4
Rezulta ca sistemul este de tip Cramer si are solutia:
dx d, .
xX= , V= ,Z= , unde
det(A) det(A) det(A)
3 -4 2 3 3 2 3 -4 3
d=/6 1 3=65d=5 6 3=-4,d =5 1 6|=-101.
-4 -6 1 1 -4 1 1 -6 —4
Rezulta ca xzﬁ, yz—i, z:—ﬂ.
3 3 3
1 -2 2
d) Matricea sistemului de ecuatii este A =|2 -1 -1 |cudet(4)=6 # 0, deci sistemul este
1 1 -1
de tip Cramer.
10 -2 2 1 10 2 1 -2 10
d.=|2 -1 -1|=36,d,=2 2 -1=24,d =2 -1 2|=36.
4 1 -1 1 4 -1 1 1 4
Rezulta ca solutia sistemului este:
d
X = dx = 6; y = Y = . zZ = dz = 6
det(A4) det(A4) det(A)
E6. Rezolvare:
x+2y=4
a
2x+5y=9
_ ) , i 1 2 4 X
Matricele asociate sistemului sunt: 4= . B= , X = )
25 9 y
4 1 4
Avemcadet(4)=1, d = =2;d, = =1.
9 5 1209
Rezulta ca solutia sistemului de ecuatii este data de formulele lui Cramer:
dx dy

x= =2,y= =1.
det(A4) det(A)
2x+5y=-1
by 4 T
3x=Ty=2

Matricea sistemului de ecuatii este A4 =[ 3

5
7] cudet(4) =—1.

Rezulta ca sistemul este de tip Cramer si solutia se afla cu formulele lui Cramer:
d -2 -1
x=—2>— y=—>"— unde d, =—1.
det(A) det(A) 3 2
Asadar, solutia sistemului de ecuatii este x =3,y = 1.

-3, , =
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4x+3y=17
¢ 6x+5y=-3

4 3
Matricea sistemului de ecuatii este 4= (6 5] cu det(4) = 2. Rezultd ca sistemul este de tip

Cramer si solutia se afld cu formulele lui Cramer:
d d

Yy

X=——t, y= ,
det(A) det(A)

unde:
17 3

-3 5
Se obtine solutia sistemului de ecuatii: x =47, y =-57.

d =

X

4
=94,dy:‘ ‘:—114.
6

xX+y+z=2
d) {2x+3y—z=5
3x+y+3z=4
1 1 1
Matricea sistemuluieste 4 =2 3 -1 |cudet(4) =-6.
31 3

Rezulta ca sistemul de ecuatii este de tip Cramer si solutia se afla folosind formulele lui
Cramer:

_d . _ 4 __d
Tdet(4)’ T det(4) " det(4)
unde
21 1 1 2 1 11 2
d.=|5 3 -l=-6;d,=2 5 -l|=-6;d,=]2 3 5/=0.
4 1 3 3 4 3 31 4
Rezulta ca solutia sistemului este: x=y=1,z=0.
X+2y—4z=-2
e) s 3x+4y+z=13
2x—y+3z=9
1 2 -4
Matricea sistemului este: A=| -3 4 1 [cudet(4)=>55.
2 -1 3
Rezulta ca sistemul de ecuatii este de tip Cramer si solutia se afla cu formulele lui Cramer:
d d
x=—2>*— y=—2>— z=—2=— unde
det(A) det(A4) det(A4)
-2 2 4 1 2 4 1 2 2
d.=|13 4 1|=110;d,=]-3 13 1|=220,d,=]-3 4 13|=167.
9 -1 3 2 9 3 2 -1 9

Rezulta ca solutia sistemului de ecuatii este: x =2,y =4, z=3.
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-2x+y+3z=-1

f) Sistemul de ecuatii are urmatoarea forma generald: {x+3y+2z=4

x=3y+2z=10
-2 1 3
Matricea sistemului de ecuatiieste 4= 1 3 2 | cudet(4) =-42.
1 -3 2
Rezulta ca sistemul este de tip Cramer si solutia se calculeaza cu formulele lui Cramer:
X= 4, » V= 4, , z=——,unde
det(A) det(A) det(A)
-1 1 3 -2 -1 3 -2 1 -1
d.=14 3 2/=-126;d,=|1 4 2/=42,d.=|1 3 4|=-84.
10 -3 2 1 10 2 1 -3 10

Rezulta ca solutia sistemului de ecuatii este: x =3,y =-1,z=2.

E7. Rezolvare:

-3 2 1
a) Calculam det(4)={4 -1 2/=9+8-20-5-24+12=-20.
-5 2 3
-7 -4 5
Rezulti ci A este matrice inversabili si 4™ = ! ‘A = L 22 -4 10 |.
det(A) 20
3 4 -5
Asadar, solutia sistemului de ecuatii este X = 4'B, adic:
-7 =5 5)\(4 -20 1
X:—L -22 -4 10 || 8 L —40 [=[2 |.
20 20
3 4 -5/|8 —-60 3
—3x+2y+z=4
b) Sistemul de ecuatii este: {4x—y+2z=38
—5x+2y+3z=8
-1 2 1
¢) Matricea sistemului este A= 4 —1 2].
-5 2 3
Avem ca det(4) = -20.
Formulele Cramer sunt: x = d, , Y= 9, ,Z= d, ,
det(A) det(A) det(A)
4 2 1 -3 4 1 -3 2 4
unde d, =|8 -1 2/=-20,d =4 8 2/=-40,d. =4 -1 8=-60.
8§ 2 3 -5 8 3 -5 2 8

Se obtinem solutia: x=1; y =2,z =3.
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ES8. Rezolvare:
x+y=4 [(=2)
§ {2x+3y=9 '
Elimindm necunoscuta x din a doua ecuatie Inmultind prima ecuatie cu (—2) si adunand-o la a

doua.
Se obtine sistemul echivalent:
x+y=4 |x=4-y [x=3
y = 1 y= 1 y= 1 ’
Rezulta ca solutia sistemului de ecuatii este perechea (3, 1).
2x+y=3
by {77
x+2y=0
] o o x+2y=0 |(-2)
Permutam cele doud ecuatii §i observam sistemul:
2x+y=3

Elimindm necunoscuta x din a doua ecuatie Tnmultind prima ecuatie cu (-2) si aduand-o la
cealalta.

x+2y=0
-3y=3
Rezultd ca y =—1 si x = 2. Asadar solutia sistemului de ecuatii este perechea (2, — 1).

Se obtine: {

x+ty+z=1  [(=1
c)1x+2y+2z=-1

x—y+2z=2
Elimindm x din ecuatia a doua si a treia pastrand prima ecuatie neschimbata.
x+y+z=1
Rezulta sistemul de ecuatii: y+2z=-2 |-2
—2y+z=1
Elimindm y din ecuatia a treia Tnmultind ecuatia a doua cu 2 si adunand-o la ultima ecuatie.
x+y+z=1
Se obtine: ytz=-2
3z=-3

Pornind de la ultima ecuatie a sistemului spre prima ecuatie se obtine: z=-1,y=—-1, x = 3.
Asadar, solutia sistemului de ecuatii este tripletul (3, -1, —1).

d) Permutam ecuatia intdi cu a patra si se obtine sistemul echivalent:
x+ y+ z=6  [(=4):[(=6);[(-2)
4x— 6y— 3z=0
6x+10y—10z=8
2x+ Sy+ 3z=17

Eliminam necunoscuta x din a doua, a treia si a patra ecuatie, pastrand prima ecuatie neschimbata.
Pentru aceasta inmultim succesiv prima ecuatie cu —4, —6, —2 si o adunam la a doua, a treia,
respectiv a patra ecuatie a sistemului (1).

(1)
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x+ y+ z=6

—10y— 7z=-24
Se obtine sistemul echivalent: .
4y—16z=-28 |:4
3y+ z=5

Impéartim ecuatia a treia cu 4 si o permutdm cu a doua ecuatie dupd care proceddm la
eliminarea necunoscutei y din ultimele doud ecuatii raportandu-se la a doua ecuatie a
sistemului. Se obtin sistemele echivalente:

[(x+ y+ z=6
y—4z==7 |-10; [(=3)
< —10y—=7z=-24
3y+ z=5
x+y+ z=6
y— 4dz=-7
—47z=-94
13z=26

Din ultimele doua ecuatii se obtine z = 2, apoi se obtine y =1 si x = 3.
Asadar solutia sistemului este tripletul (3, 1, 2).
e) Elimindm necunoscuta x din ecuatiile a doua, a treia si a patra Tnmultind prima ecuatie cu

(=2), (-2) si (—1) st adunand-o respectiv la a doua, a treia si a patra ecuatie.
Se obtine sistemul echivalent:

x+y—3z=-1
—y+4z=3
y+4z=6
y =0

Inlocuind y = 0 in ecuatia a doua si a treia se obtin doui ecuatii contradictorii: 4z = 3 si 4z = 6.
Rezulta ca sistemul este incompatibil.

f) » Eliminam x din ecuatia a doua, a treia si a patra. Se obtine sistemul echivalent.

(x+y+2z=4

—y—3z=-2

| y-3z=-2

y=3z=-2

* Elimindm y din ecuatia a treia si a patra, raportidndu-ne la ecuatia a doua. Se obtine:

x+y+2z=4

—y—3z=-2
| o0z=0
0-z=0

Rezulta ca z poate fi orice numar real sau complex. Notam z=«a, a € C si se obtine:
y=3a—-2 si x=—5a+6
Asadar sistemul este simplu nedeterminat si multimea solutiilor este:
S= {(—5a+6, 3a—2, a) | a € (C}
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g) Permutam prima si a doua ecuatie Intre ele. Se obtine sistemul echivalent:
x+ 2y=3z=0 |(=2);|(=2); [(-4)
2x— 3y+ z=-1
2x—10y+8z=-1
4x—=15y+9z=0
Elimindm x din a doua, a treia si a patra ecuatie. Se obtine sistemul echivalent:

(x+2y— 22z=0
x+ 2y—3z=0 1
— Ty+ 7z=—1 | YT =77
—14y+14z=-1 1
—y+ z=——
—23y+21z=0 14
23y—21z=0

Se observa cad a doua si a treia ecuatie sunt contradictorii.

Rezulta ca sistemul este incompatibil.

h) Sistemul se scrie sub forme echivalente astfel:
x— y—2z=-3 |-(—2) x—y—2z=-3
{2x—3y— z=1 N{ —y+3z=7
Se considera z necunoscuta secundara, notatd parametric z=«a, a € C si se obtine
y=3a—-7, x=a—10.

Solutia sistemului este multimea S = {(505 —10,3a-7, a) | a € C}

1) Sistemul se scrie sub forma echivalenta succesiv:
{ a—2b+c=10 {a—2b+ c=10

3a—2b—c=7 4b—4c=-23"
4x—23 20—3
Seia c=a, a € C sise obtine b= x4 , a= a2 )

20—3 4a—23
b ’a
2 4

aEC}.

Asadar, multimea solutiilor sistemului de ecuatii este S = {(

j) Sistemul este echivalent cu:
xt+y+ z=1 |(x+y+z=1
—3y— z=0~7 z+3y=0.
2y—=2z=0 8y=0

Rezultacay=0,z=0six=1.

Asadar, sistemul este compatibil determinat cu solutia tripletul (1, 0, 0).

92



Sinteza

S1. Rezolvare:

a) Sistemul este de tip Cramer daca determinantul matricei sistemului este nenul.
Asadar, avem conditia:

I —-m 1
det(A)=|1 =2 1|=4-m".
m m’ =2
Din conditia 4 — m* # O rezulti came R\ {-2, 2}.
d d d

Solutia sistemului se calculeaza cu formulele lui Cramer: x=——, y=—2>— z=——-=
det(A) det(A4) det(A)
2m -m 1
unde d,=|-1 =2 1 |==2m"—m’ +8m+4=-m’Q2m+1)+4Q2m+1)=C2m+1)(4-m>).
2 mt =2
1 2m 1
d, =1 -1 1 =2m* +5m+2=02m+1)(m+2),
m 2 =2
1 -m 2m
d.=|1 =2 =1|=2m’+6m’+2m—4=(m+2)2m"*+2m-2).
m m 2
Se obtine solutia sistemului: x =2m+1, y = 2m+1 ,Z= 2m° +2m—2 .
2—-m 2—-m
b) Punem conditia: det(4) # 0, adica:
I m -1
2 -1 2[==2m"-3m—-1=—Cm+1)(m+1).
m 2 1

Sistemul este de tip Cramer daca me R\ {—%, —1} si solutia se calculeaza cu formulele:

dx d}’ z
x= , V= , Z= , unde
det(A) det(A4) det(A)
8 m -1 1 8 -1 1 m 8
d =6 -1 =2/=—14m+8,d, =|2 6 -2/=-10(m+1),d. =2 -1 6|=6m>+16.
4 2 1 m 4 1 m 2 4
14m—38 10 —6m’>—16

Se obtine solutia: x = , V= , Z= .
(m+1D(2m+1) 2m+1 (m—=D(2m+1)
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S2. Rezolvare:
Sistemul de n ecuatii cu n necunoscute nu este de tip Cramer daca determinantul matricei
sistemului este nul: det(4) = 0.

a) Avem:
I m+1 1
det(4) =|m 1 ~1|=m’+m* —dm—-d=m*(m+1)—4(m+1)=(m+1)(m* —4) =
I 2 -m

=(m+1)(m—-2)(m+2).
Conditia det(4) = 0 conduce lam € {-2,-1, 2}.

2 3 m+2
b) detA=0<1|3 1 m :0<:>5m—19=0c>m:%.
3 -1 1

S3. Rezolvare:
a) Forma simpla a sistemului de ecuatii este:

Sx—6y=-28
4x—y=-11"
Matricele asociate sistemului sunt:

5 -6 28 X
A= , B= , X = .
4 -1 —11 v
* Rezolvarea sistemului prin metoda matriceala:
Forma matriceala a sistemului este AX = B. det(4) =19 # 0.
. -1 6
A", adicd A7 =i- si solutia ecuatiei matriceale este

det 4 1914 5

. 1(-1 6)(-28
matricea X =— . .
1914 5| -11
) 1 (38 -2
Se obtine X =— = .
191 57 3

Asadar solutia sistemului de ecuatii este perechea (-2, 3).

Rezulta ci exista 4" =

* Rezolvarea sistemului prin metoda lui Cramer.
Avem ca det(4) = 19, deci sistemul este de tip Cramer si solutia lui se calculeaza cu
formulele lui Cramer:

d d —-28 —6 5 =28
x=—3>*—, y=————unde d_= =-38, d = =57.
det(A) det(A4) o1 -1 T4 —11
Rezulta ca solutia sistemului este:
x=-2;y=3.
* Rezolvarea sistemului prin metoda lui Gauss.
Forma simpld a sistemului este:
4
Sx—6y=-28 |-|——
g ‘ ( 5) .
4x— y=-11
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oo . A . . . 4 . A
Elimindm necunoscuta x din a doua ecuatie, inmultind prima ecuatie cu 3 st adunand-o la a

doua. Se obtine sistemul echivalent:

Sx—6y=-28
1 ST
5 4 5

Din a doua ecuatie rezultd y = 3 iar din prima ecuatie se obtine x = —2.

S4. Rezolvare:

1 1 —=2+i —2+2i X
a) Matricele asociate sistemului sunt: A4A=|1 i —-1-i|[; B=| -1 |[;X=|y]|.
i 0 = —1-i z

Determinantul matricei 4 este det(4) =i # 0.
Sistemul este de tip Cramer si solutia se afla cu formulele:

dx d}’ z
xX= , V= ,Z= , unde
det(A) det(A4) det(A)
—2+42i 1 —2+4i 1 242 -2+i 1 1 242
d =| —1 i —l=ij==1; d =|l -1 —1-i|=0; d =1 i -1 |=i.
—-1—-i 0 —i i —1-i —i i 0 —-1-i

Se obtine solutiax =i,y =0,z=1.
b) Forma simpla a sistemului este:
3x—3y+4z=2 3x—=3y+4z=2
10x—4y+10z=6 ~{ 5x—2y+5z=3

6x—6y+6z2=0 x—y+z=0
Matricele asociate sunt:
3 -3 4 2 X
A=|5 2 5,B=|3,X=|y]|
1 -1 1 0 z

Avem ca det(4) = -3 # 0. Rezulta ca sistemul este de tip Cramer si solutia se calculeaza cu
formulele:

d
x= d, , y=—2>—,z= d unde d, =3, d,=-3, d. = 6.
det(4)’ " det(4)’ " det(4)

Se obtine solutia: x=—1,y=1,z=2.

S5. Rezolvare:
a) Formula simpld a sistemului este:

2x+4y-3z=11
Tx=3y+5z=6
3x+y—-8z=15

6x—5y+1lz=-4
Pentru usurinta calculelor vom permuta in cadrul fiecérei ecuatii termenii cu necunoscutele x
s1 y si totodatd vom schimba intre ele prima si a treia ecuatie. Se obtine sistemul echivalent:
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y+3x—8z=15 |-—4;|-3;|-5
4y+2x—3z=11
—3y+7x+5z=6

—Sy+6z+11z=—4

y+3x— 8z=15

. ) . ) —10x+29z=-49
Eliminam necunoscuta y din ecuatiile a II-a, a Ill-a, a IV-a, obtinand
’ ’ 16x—19z =51
21x—29z="71

Din ecuatia a doua si a patra se obtine, dupd adunarea lor, 11x = 22, deci x = 2.
Pentru x = 2 din ecuatia a doua se obtine z = —1.
Perechea x =2, z = —1 verifica si ecuatia a treia si a patra.
Din prima ecuatie se obtine y = 17.
Asadar, solutia sistemului de ecuatii este tripletul (2, 1, —1).
2x+ y+ z=2
x+3y+ z=5
x+ y+5z=-7
2x+3y—3z=14

Schimbam prima ecuatie cu a doua si apoi elimindm din celelalte ecuatii necunoscuta x:

b) Sistemul se scrie sub urmatoarea forma echivalenta:

X+3y+ z=5 | (=2);|(=D;|(=2) [x+3y+ z=5
2x+ y+ z=2 —5y— z=-8
x+ y+5z=-7 - —2y+4z=—12~
2x+3y—3z=14 —3y—5z=4
x+z+3y=5 x+z+3y=5
z+5y=8 |-(=2); |-(=5) z+5y=8
] o22- y=—6 T —y=-22
5z+3y=—4 —22y=-44

Din ultimele doua ecuatii se obtine y =2, apoi z=-2, x = 1.
Asadar solutia sistemului initial este tripletul (1, 2, -2).

¢) Sistemul se scrie in urmatoarea forma echivalenta:

x4 y=3z==1}=2); (= D; =D
2x+ y—2z=1
x+ y+ z=3
x+2y—3z=1
Se elimind necunoscuta x din ecuatiile a doua, a treia si a patra si se obtine sistemul echivalent:
x+y-3z=-1
-y+4z=3
4z =4
y+0-z=2

Din ultimele doua ecuatii se obtine ca: y = 2, z = 1 solutii care nu verifica ecuatia a doua.
Rezulta ca sistemul este incompatibil.

96



d) Sistemul se scrie sub urmatoarea forma echivalenta:

3x+ 2y+ 4z=-4

4.
39

o

1—4x+ Sy+ 7z=8

| 11x—31y—47z=-68
Elimindm x din a doua si a treia ecuatie obtinand sistemul echivalent:
[3x+2y+ 4z=-4

3x4+2y+ 4z=—4

23 37 8
1 Tyt =2 <1 23y+37z=8
MR 23y+37z—32
(115 185 160 yreles

-
B} (.3
E 3 5

Se observa ca ultimele doud ecuatii sunt contradictorii.
Rezulta ca sistemul de ecuatii este incompatibil.

e) Sistemul se scrie sub urmatoarele forme echivalente:
“(=6) [2x+7y—4z=0

5 .
=
S5x=2y— 8z=0 ~ —%y+2z=0 ~
12x+3y—20z=0

2x+7y— 4z=0

—39y+4z=0
2x+7y—2z=0 (2x+7y—4z=0
~1 —39y+2z=0~¢ —39y+2z=0
—39y+2z=0 0-z=0
Rezulta ca z poate fi orice numar real sau complex.
Notam z € a, a € C si apoi se obtine ca y=2—a; x=M.
| 39 39
x— 4y+ 2m+3)z=0
f) « Eliminam necunoscutele x si obtinem: (4=m)y— 2m+4)z=0

9y—2(2m+3)z=8
[ x—4y+(Q2m+3)z=0 A
Rescriem sistemul sub forma: 9y-2(2m+3)z=8 /- m-=

((4—-m)y—(2m+4)z=0

x—4y+(2m+3)z=0

* Elimindm y din ecuatia a treia: | 9y—-2(2m+3)z=8
—4m2—8m—12.2_8(m—4)
{ 9 9
2(4-m) _ 4m+2)  202m*+3m+4)
m* +2m+3’ _m2+2m+3’x_ m*+2m+3 "
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S6. Rezolvare:
a) Sistemul este compatibil determinat daca si numai dacd determinantul matricei sistemului
este nenul.

2 1 m+1
Avem: |1 m-—1 m |#0.
5 4 3(m+))
Se obtine m” —2m # 0 < me R\ {0, 2}.

b) Pentru m = 0 se obtine sistemul de ecuatii:

2x+y+z=0 2 1 1
x—y=0siA=[1 -1 0|
Sx+4y+3z=3 5 4 3

Se gaseste ca det(4) = 0, deci sistemul nu este de tip Cramer.
Rezolvam sistemul cu metoda lui Gauss.
Rescriem sistemul sub urmatoarea forma:

x=y  =0[(=2);[(=5)
2x+ y+ z=0
Sx+4y+3z=3

Elimindm necunoscuta x din a doua si a treia ecuatie pastrand prima ecuatie neschimbata.
Se obtine sistemul echivalent:

xX—y =0
3y+ z=0 [(-3)
9y+3z=3

Elimindm necunoscuta y din a treia ecuatie Inmultind pe a doua cu (-3) si adundnd-o la a
treia:

x—y =0
Avem sistemul: 3y+z=0
0-z=3

Se observa cd ultima ecuatie este contradictorie (0 = 3) si ca urmare sistemul este incompatibil.
* Pentru m = —1 sistemul de ecuatii devine:

2x+y=-1
x=2y—z=-2
Sx+4y=3
z+2y— x=2
Rescriem sistemul sub urmatoarea forma: y+2x=-1 | “(—4)
4y+5x=3
z+2y—x=2
Elimindm pe y din ultima ecuatie raportandu-ne la ecuatia a doua si obtinem: y+2x=-1
-3x=7
Se obtin solutiile: x = —Z, y= E, z= B .
3 3 3
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2x+ y+3z=2
* Pentru m = 2 sistemul de ecuatii devine: x+ y+2z=4
S5x+4y+9z=3

Determinantul matricei sistemului este zero, deci sistemul nu este de tip Cramer.
Rezolvam sistemul cu metoda lui Gauss.
Sistemul de ecuatii se scrie sub urmatoarea forma echivalenta:

X+ y+2z=4|-(=2);]- (-3
2x+ y+3z=2
Sx+4y+9z=3
Elimindm x din ecuatiile a doua si a treia pastrand prima ecuatie neschimbata. Se obtine:
x+y+2z=4
-y—z=-6
—y—z=-17

Se observa deja cd din ultimele doud ecuatii rezultd ca 6 = 17, ceea ce este fals.
Asadar, pentru m = 2 sistemul de ecuatii este incompatibil.

S7. Rezolvare:

1 1 1

Determinantul matricei sistemului este d =|a b ¢ |=(b—a)(c—a)(c—b) (vezi exercitiul
2 2 2
a- b ¢

rezolvat de la pagina 51 din manual).
Deoarece a # b # ¢ rezultd ca d # 0 si sistemul este de tip Cramer.
Aplicdm formulele lui Cramer §i obtinem:

1 1 1
e x= %, unde d_ =2 b c|=(b-2)(c—-2)(c—b) (determinant Vandermonde de ordinul 3)
4 b
Rezultd ca x = (b=2)(c=2) .
(b—a)(c—a)
P 1 1 1
. y=7y unde d,=|a 2 c|=2-a)c—a)c-2).
a 4
Se obtine y = @-a)e=2) .
(b—a)(c—b)
p I 1 1
'z=j,unde d.=la b 2/=(0b-a)2-a)2-D).
a> b 4
Se obtine z = 2-a)2-b) .
(c—a)(c—b)
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S8. Rezolvare:
2m—1 3 -m

a) A=| 3 2m—1 m—-1|; det(4)=0 6m(m—-2)=0<=me {0, 2}.
m—-2 m-2 1

b) Sistemul nu este de tip Cramer daca det(4) = 0, deci pentru m € {0, 2}.

¢) Pentru m € R\ {0, 2} solutia sistemului este data de formulele lui Cramer:

J 4 J 1 3 —-m
x, =—>—,y =——— z=—=—unde d_ =3 2m—-1 m-1=3(5m—-6)
det(A) det(A) det(A)
2 m-2 1
2m—-1 1 —-m 2m—1 3 1
d,=| 3 3 m=1=-3m+2),d =| 3 2m—1 3|=24(m-2).
m—=2 2 1 m—=2 m=2 2
Se obtine solutia: x,, =ﬂ; Y, = L_z, z, =i.
2m(m—?2) 2m(m—?2) m
Sm—=6 m+2 g Sm—-6-2m—-8m+16
d) x,+2y,-z,>1< - - > >
2m(m—-2) m(m-2) m 2m(m—?2)
—Sm+6 2m° —m+6
S——1>0————
2m(m—2) 2m(m—2)
Tabelul de semn pentru expresia fractionara este:
m - -2 0 3 2 +
2
2mP—m+6 | ———— 0 ++++++0———————
2m(m —2) +++++++0—————— 0++++
— 2 —
M ———0+++ |———0++ | ————
2m(m—?2)
Solutia inecuatiei este multimea: S =(-2, 0) U(%, 2).
S9. Rezolvare:
2 1 1
a) Determinantul matricei sistemului este: d={1 1 1{=1.
112
Rezulta ca sistemul este de tip Cramer si solutia este datd de formulele:
p i p 1 11
x(a)=—=, y(a)=—, z(a)=—=,unde d_, =2 1 1|=1-2°,
d d d } .
4" 1 2
2 1 1 21 1
d,=|l 2° 1|=-4"+3-2-1, d =1 1 2°=4"-2°
1 4 2 1 1 4°

Se obtine solutia: x(a) =1 -2, y(a)=—4"+3 -2~ 1,z(a)=4"-2 a€ R.
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b)ya)>1 e -a*+3-2-1>1<-4“+3-2°-2>0.
Notam 2° = m si se obtine inecuatia —m” + 3m —2 > 0.
Dar-m* +3m—-2=0 pentrum € {1, 2}.

Tabelul de semn pentru expresia —m” + 3m — 2 este:

m — 1 2 +
2m +3m-2 | —————— 0++++0—————

Solutia inecuatiei cu necunoscuta m este: m € (1, 2).
Revenind la notatia facuta se obtine ca 2a € (1, 2) adicd a € (0, 1).

S10. Rezolvare:
Sistemul este compatibil determinat daca determinantul matricei sistemului este nenul.
Asadar, avem conditia:

o 1 1
o+l f+1 2/z0-of+f+20 f(l-a)20 S#0 si a#1.
1 28 1

Rezulta ca raspunsul corect este b)

S11. Rezolvare:
Matricele asociate sistemului sunt:

2 1 3 1 X
A=[1 -1 1 [ B=|-1[X=|y [;det(4d)=-3m~+6=-3(m-2).
1 2 m m z

* Dacd m # 2, atunci det(4) # 0, atunci det(4) # 0 sisistemul este compatibil determinat cu
solutia data de formulele:

d d d
x=—"=— y=—— z=—>-— unde d, =4(m—2),d,=-2(m—2), d.=-3(m - 2).
det(A) det(A) det(A)
Se obtine solutia x=—§, y :g, z=1,m#2.
2x+y+3z=1
* Daca m = 2 sistemul devine: {x—y+z=-1
x+2y+2z=2

Deoarece det(4) = 0, sistemul nu este de tip Cramer.
Pentru rezolvare aplicam metoda lui Gauss.
Sistemul este echivalent cu urmatoarele sisteme:

x—y+z=—1]-(=2) [x—y+z=-1 Xx—y+z=—1
2x+y+3z=1 ~1 3y+z=3 |-(-D)~{ 3y+z=3
x+2y+2z=2 3y+z=3 0-z=0
Rezultaca z=a, a€C, y:3_3a,x:—4Ta.

Asadar, pentru m = 2 sistemul este compatibil nedeterminat cu multimea solutiilor:

Sﬁz(_ﬂz,i:z,a)
3 3
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S12. Rezolvare:
Daca sistemul de ecuatii are numai solutia nuld rezultd ca este de tip Cramer §i se pune
conditia ca det(4) # 0, unde A este matricea sistemului.

m 1 1
Avem det(4A) =1 m 2|=-m’+m+2.
1 -1 -1

Dacd —m* +m +2 =0, rezulti cim € {-1, 2}, iar det(4) # 0 pentru m€ R\ {-1, 2}.
Raspunsul corect este a).

S13. Rezolvare:
Notam cu X, y, z debitul robinetului I, debitul robinetului II, respectiv debitul robinetului III.
Se obtine sistemului de 3 ecuatii liniare cu 3 necunoscute:

2x+3y+6z=220
3x+2y+6z=210
2x+2y+3z=145

Matricea sistemului are determinantul d = 9. Rezulta ca sistemul este de tip Cramer si solutia

d d d
este datd de formulele x=—", y=—, z=—=,
d d d

Se obtine x =20 hl, y =30 hl, z= 15 hl.

Z

S14. Rezolvare:
Notam cu ¢, f; F varstele tatalui, fiului mic si fiului mare.

Din datele problemei se obtin urmatoarele relatii intre ¢, f, F. f = %(t +7); F+15= %(t +15),

adica F=""12 G118+ Fr18=¢+18.

Aceste relatii se constituie in sistemul de 3 ecuatii liniare cu 3 necunoscute f, F), t.
6f—t=7
2F —t=-15
f+F—-t=-18

Matricea A a sistemului are det(4) = —4 # 0, deci sistemul este de tip Cramer.
Se obtin solutiile =7, F =10, ¢t = 35.

S15. Rezolvare:
a) Pentru m =1 si n =5 se obtine sistemul de ecuatii:

x+y—-2z=2

2x+y+z=5.

x+2y+3z=1
1 1 =2

Matricea A4 a sistemului are det(4)=|2 1 1|=-10.
1 2 3

Rezulta ca sistemul este de tip Cramer si solutia este datd de formulele lui Cramer.
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d, =30 d, 10 d 0

X

e <10 Y T dea) —100 7 T dewa) <10
b) Fie A matricea sistemului de ecuatii:
1 m -2
A=|2 2m-1 1 |[cudet(4)=>5(m-?3).
1 2 3

Se observa ca det(4) = 0 daca m = 3.
* Daca m € R\ {3}, det(4) # 0 si sistemul este compatibil determinat cu solutia data de

formulele lui Cramer:
d,  17Tm—4n-3mn—12

T4 Sm=3)
d. - — -
y=—2 =5(n 3)92= d. _mn 4m 2n+9,nEIR.
det(4) 5(m—3) det 4 5(m—3)

* Daca m = 3, det(4) = 0, caz in care vom rezolva sistemul cu metoda lui Gauss.
Avem urmatorul sistem:

x+3y—2z=2 [(-2),
2x+5y+z=n
x+2y+3z=1

(=1

Elimindm necunoscuta x din a doua si a treia ecuatie pastrand pe prima neschimbata.
Se obtine sistemul echivalent:

x+3y—-2z=2
—y+5z=n-4.
-y+5z=-1

.....

doua ecuatii (n — 4 =—1 etc.) sau, incd, elimindm y din ultima ecuatie raportdndu-ne la a doua.
Se obtine sistemul echivalent.

x+3y—-2z=2
—y+5z=n-4.
0-z=n-3

Daca n — 3 # 0, adica n = 3, sistemul este compatibil simplu nedeterminat. Se ia z=a, a €ER
si se obtine y=5a+1, x=—13a—1.
Asadar, pentru m = 3, n = 3, multimea solutiilor este S = {(— 13a—1, 5Sa+1, a)| a ER} .
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TESTE DE EVALUARE
Testul 1.

1. Rezolvare:
a) A nu este inversabild daci det(4) =0. Se obtine ecuatia x> —9x+20=0 cu slutiile:

x,=5x,=4

2 0 1
b) Pentru x = 2, se obtine matricea A=|5 1 2 |, cudet(4)=06si
8 -2 8
12 -2 -1
a4 1 1
A =—A4 =—]-24 8 1
6 6
-18 4 2

2. Rezolvare:
a) Sistemul are solutie unica dacd determinantul matricei 4 a sistemului este nenul.

Avem: det(4) # 0 < —m* + 10m —9 # 0.
Se obtine m € R\ {1, 9}.

b) Pentru m = 3 se obtine sistemul de ecuatii:

x+2y+ z=1 |-(=1); |-(=6)
x— y+2z=2
6x+9y+3z=9

Rezolvam sistemul prin metoda lui Gauss.
Obtinem succesiv urmatoarele sisteme echivalente:

x+2y+z=1 |x+2y+z=1

=-3y+z=1~9 =3y+z=1
—3y—-3z=3 4z==-2
Se obtine solutia: z=—l, y=—l; x=§.
2 2 2

3. Rezolvare:
Modelul matematic al problemei este urmatorul sistem liniar de ecuatii:

3x+y+7z=45

S5x+3y+2z=28

4x+5y+5z=42
Rezolvam sistemul cu metoda lui Gauss reordonand mai intai necunoscutele in cadrul fiecarei
ecuatii.
Se obtin succesiv urmatoarele sisteme echivalente:

yH3x+7z=45]-(=3);|-(=5) [y+3x+ 7z=45 y+3x+ 7z=45
3y+5x+2z=28 ~1 —4x—19z=—107 ~{  4x+19z=107
Sy+4x+5z=42 —11x—30z=-183 89z =445

Incepand cu ultima ecuatie a sistemului se obtine: z=5,x=3,y=>5.
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Testul 2.

1. Rezolvare:

Lo (V23 (203
SR ER b

4 —4 =22
a_ | -B*:i 2 3 -1

det(B) 10
4 -1 7

2. Rezolvare:

I -1 -1
A=4 2 2] cudet(4d)=12#0.
6 15 3
Rezulta ca solutia ecuatiei matriceale este matricea
36 12 4 (4 12 1
X=4" B:L A _ L 24 9 =21 2 _ L —-168 |=| —14
12 12 12
48 21 6 |\ 45 36 3
3. Rezolvare:
m+1 1 1
a) Daca A este matricea sistemului, atunci det(4) =| 1 m+1 1 |=m’+3m".
1 1 m+1

b) Sistemul de ecuatii este compatibil determinat daca det(4) # 0.
Dar det(4) = 0, daca m*(m + 3) = 0, adici m = 0, m = —3.

c¢) Pentru m = 2 sistemul de ecuatii devine:

3x+y+z=1 311
x+3y+z=2cu d=1 3 1 [sidet4=20.
x+y+3z=4 1 1 3
Prin regula lui Cramer se obtine:
e do 4 1 d 6 3. d 213
det(A) 20 5 det(4) 20 10 det(4) 20 10
xty+z=1

d) Pentru m = 0 sistemul devine: {x+y+z=0
x+y+z=0

Se observa ca prima si a doua ecuatie sunt contradictorii (ar rezulta cd 1 = 0). Rezulta ca
pentru m = 0 sistemul obtinut este incompatibil.
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Probleme recapitulative

Solutii
, (7 15 , (37 81 . . |b+T7a=-37
1. Avem 4" = , A= . Se obtine sistemul de ecuatie cu
10 22 54 118 3b+15a=-81
solutiaa =-5, b =-2.
2+ 2 2
2. 4 = Yy a si se obtine egalitatea:
2xy X+’
x*+)y° 2xp . 4 0) (4x 4y
2wy 2+ (0 4 4y 4x
‘+y’+4=4
de unde rezulta sistemul de ecuatii Yy .
2xy=4y
Se deosebesc cazurile:
y=0 deci 5 0. 4 2 0 y 2" 0
. ecix=2,y=0, A= , A" = .
X' +4=4x g 0 2 0 2
* y#0 siastfel x=2.
Din prima ecuatie se afla y = 0 fals.
1 0 0 1 0 0
3. A2 =| 2a 1 0| 4= 3a 1 0 [. Din relatia data, pentru a,b,ce R* se
2b+ac 2c¢ 1 3ac+3b 3c 1
: atf=0
obtine ca sia=3,=-3.
20+ =3

Pentrua =c=b=0,4=1si vomaveaca (a+f)I, =0,, deci a+=0. Solutia a=m,
p=—m,mER.

a 0 a at+4 —-4a a
4. £ =1 a 1[E(4)=| -3 a+4 -3|. Seobtinea=-1.
Il a 1 -3 a+4 3
0 0 1
5.Fie B=L,+A.Avem A" =|0 0 0 [ A4 =0, siastfel 4"=0,,Vn=>3.
0 0O
Cu formula binomului Iui Newton se obtine:

! n(n—1)

n(n—l)A2

B'"=C'L’+ClA+C 4 =1, +nd+ =10 1 n |[,nEN*.

0 0 1
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1 0 =2 1 0 -3
6. 44=[0 1 0 || 4£=[0o 1 0
0 0 1 0 0

1 0
Prin inductie se obtineca 4" =0 1 0 |etc.
0 0

a+bd 0 b(ate) a+ae 0 b(ate)
7.a) A = 0 c 0 = 0 c’ 0
d(ate) 0 e +bd d(a+e) 0 e +ae
Se obtine x=a+e, y=c’> —ac—ce.
b) Folosim metoda inductiei matematice.
Pentrun=1,a;=x, b =y.
Presupunem ci 4" =x, - A+ y,I,. Atunci:
A = (x,A+y,1,)A =xkA2 +yA=x, (xA+yL)+y, A=(xx, +y, ) A+ yx, L,

Asadar existi x_,, =x-X, +,,V.,, =V-X, cu proprietatea cid™' =x_, A+, [, deci
egalitatea are loc si pentru k£ + 1. Asadar are loc pentru oricare ne N*.

1 0 -1 4 8 -4
8.C=[{1 2 -1[Cc*=|4 8 -4|=4cC.
-1 =2 1 -4 -8 4

C*’ =4C* =4’ C si prin inductie C" =4""'C.

9. Folosim metoda reducerii sau substitutiei.

a) B=1, — A sidin a doua ecuatie se obtine ca:

1 1 1 1 2 -1
24+31,-34= sau A=31, - = .
-1 1 -1 1 1 2

-1 1
Rezulta B = .
-1 -1

10. Egalitatea se scrie:
1 a1 1) (1 1)1 a) (4 4

+ = sau
1 1fa 1) \a 11 1) |4 4
1+a° 1+a 2 a+l 4 4

+ = sau
l+a 2 a+tl a+1] |4 4
a+3 2a+2 _(4 4)
2a+2 4 +3) \4 4)

Rezultacaa=1.
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11. Fie Az(x y)'
z t

Avem succesiv

x y\(l i I i\(x y 2 4i

+ = =

z tJ)\0 1 0 1)\z ¢ 0 2

x y+ix x y+it 2 4
+ = =

z t+iz z t 0 2

2x 2y+i(x+1)) (2 4i
2z 2t+iz o 2)

Seobtinex=1,z=0,t=1s1 2y+2i=4i deciy=1.

12. a) Se obtine A=4x" +x—5 si solutiile xe { 1, —%}

b) A=x+2x+3=(x+1)(x* —x+3),x=—1.

x 1 1| [x 1-x 1-x x —1 -1
o) A=|1 x 1|=]1 x-1 0 [=(x=1*:1 1 0 |=(x—1yF"+2x+2),xE{1}
11 X 1 0 x-1 1 0 x+1
1 X ab 1 x ab
13.a) A={0 a—-x b(x—a)=(a—x)(b—x)0 1 —-bl=(a—x)b-—x)b—a).
0 b—x a(x->b) 0 1 -a

Se obtine xe {a, b}.

2x+1 x+1 x+2
b) A=| 6 3 3 |=0,VxeR.
12 6 6
0 0 1
c) A=| b—x b—a x+a|=
2= - P
=(b-x)b-a)x—a).
Solutie xe {a, b}.

b—x b—a

2 2 2 2
x=b" a -b

=(b=x)(b-a)

—x—-b —-a-b

1‘_

14. Se pune conditia ca determinantul sa fie nenul:
a) det(4)=a’, deci a ER\{0}.
b) det(4)=a’ (1+a)(1+a’ ), deci ac R\{0,—1}.

16. det(A) = (x+m)(x+2m)—m(1—m) =x> +3mx+3m* —m.
Se pune conditia ca det(4) #0, Vxe R deci A=9m> —4(3m’> —m)<0.

Se obtine me (—oo, O)U(%, +oo).
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. [_1(3 2)}‘1 (3 2)‘1 L (3 2)‘1 (—1 2)
18. B =| 4 = (A7) = A= A=
21 21 21 2 -3

1 3 -1
19.a) A=|2 1 -4 | det(4)=1 deci sistemul este un sistem Cramer.
1 1 =2

Seobtinex=1,y=1,z=1.

11 1
b) A=[2 1 -3 | det(4)=-6.deci sistemul este un sistem de tip Cramer.
4 1 -5

Se obtinex=0,y=1,z=0.

1 1 1
1 11
2 1 2 .
c) A= 3 1 a4l Deoarece A=|2 1 2|=-1 rezulta ca rang(4) = 3.
31 4
1 -1 3

Primele 3 ecuatii sunt ecuatii principale, iar x, y, z necunoscute principale.
Sistemul principal are solutia x = 4, y = 1, z = -3 care nu verificd ecuatia a patra. Asadar

sistemul este incompatibil.

Altfel, se aratd ci rang (A) =4 # rang (A).

2 1 3
20. A= m 1 -2 |. Sistemul este nedeterminat daca det(4) = 0. Se obtine m = 3.
2m—-1 2 1
Pentru m = 3 se pune conditie ca rang(A)=rang(A4)=2.
2 1 3 1
Seobtineca A=3 1 -2 1|
52 1 n
2 1 1
Punem conditiaca |3 1 1/=0.Seobtinen=2s1 0=9+4=13.
5 2 nm
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m+1

s . Calculand determinantii de ordinul 3 se obtin rezultatele:

A =(m+1)(m=2), A, =—(m-1)(m=2), A, =4n’.

Se observa ca nu pot fi nuli toti cei 3 determinanti deci rang(4) = 3.

I -m
_ 1 -2
4= m m
2m 0
I —m
_ 1 2
det(4) = . )
2m 0

m+1

0
m—2
2m’

2m?

0
m—2
2m? |

2m?

Inmultim cu m prima coloani si aduniam rezultatul la a doua coloana. Rezulta:

1 0
_ 1 m-=-2
det(4)= 5
m 2m
2m  2m’

deoarece exista doua coloane egale.

1
1

-1

m+1

0
m—2
,|=0
2m

2m’

Asadar rang(A)=3=rang(A) deci sistemul este compatibil pentru oricare me R.

Raspuns corectc) A= .
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PARTEA all-a

ELEMENTE DE
ANALIZA MATEMATICA

» Capitolul 1. Limite de functii
» 1.1. Multimi de puncte pe dreapta reala
» 1.4. Calculul limitelor de functii
» 1.4.3. Limitele functiilor trigonometrice
1.5. Operatii cu limite de functii
1.6. Cazuri exceptate la calculul limitelor de functii
» 1.6.4. Limite fundamentale in calculullimitelor de functii
» 1.7 Asimptotele functiilor reale
» Teste de evaluare

>
>

» Capitolul 2. Functii continue
» 2.1. Functii continue intr-un punct
» 2.2. Operatii cu functii continue
» 2.3. Semnul unei functii continue pe un interval
» Teste de evaluare
» Capitolul 3. Functii derivabile
» 3.1. Derivata unei functii intr-un punct
» 3.2. Derivatele unor functii elementare
» 3.3. Operatii cu functii derivabile
» 3.3.5 Derivarea functiilor inverse
» 3.4. Derivata de ordinul doi
» 3.5 Regulire lui I'Hospital
» Teste de evaluare
» Capitolul 4. Studiul functiilor cu ajutorul derivatelor
» 4.1 Rolul derivatei intai in studiul functiilor
» 4.2. Rolul derivatei a doua in studiul functiilor
» 4.3. Reprezentarea grafica a functiilor
» Teste de evaluare
Probleme recapitulative
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PARTEA a II-a. Elemente de analiza matematica

Capitolul 1. Limite de functii

1.1. Multimi de puncte pe dreapta reala

Enunturi Exercitii si probleme pag. 113 manual

Exersare

E1. Si se determine multimile de minoranti si majoranti pentru multimile:

a) 4=(-3,5]; b) 4= (=2, 3); ¢) 4=[-5,4];
d)4=(=2,DUG5); e) 4= (1, 51U, 11]; 0 4=[-1,1)U{3}.

E2. Si se determine multimea minorantilor si multimea majorantilor pentru multimile:
a) A= xelR\xz—sx=o}; b)A={xe|R\x2—3x<o};

C)A=‘{x€'R‘Vx—3<2}; d)A={xeR|k-3<1};

e) A=1x €(0, oo)2X‘3<0,25}; f)A=9x ER 0,125<4X<0,25};

g) 4={x €R|log,(x ~D<2};  h) 4={x €ER|log, (x —<log, 3—x)}.
E3. Sa se arate cd urmatoarele mulfimi sunt multimi marginite:
2n
A =qsi €R ¢; b) 4= EN ¢;
a) {smx | X }, ) {n+1 n },
48
C)A={\/n+1—\/;|n€N}; d)A={n€N‘—EN};
n+1
2 +1
e)A={ 5 xEIR}; f)A={2x—xEIR}.
x°+1 x"+x+1
E4. Sa se scrie cu ajutorul intervalelor multimile:
a) 4=1{x eR||x|<3}; b) 4={x eR|[x -1]<2};
1
¢) 4=1{x €R|[|x —2|>1}; d)A={x ER —<1};
X
e)A—{xEIR X1 >o}~ f)ad={x ER =4l
x? -4 ’ x2-9 ’

o) A={reR2<16" (025"} W a={r eR[Vr—3<x-3}.

ES. Sa se precizeze care dintre multimile urmétoare sunt vecinatiti ale numdérului x, =0,
respectivx; =—1;

a)V,=(=57); b)V, =(—1 0); c) V3 =1(0,00);
AV, = (=1, ); &) Vs =N; DV, =12;
)V, =Q; h) Vg =R; i) ¥y =R\ {0}.

112



EG6. Sa se precizeze care dintre multimile urméatoare sunt vecinatiti pentru + o :

a) V) = (=6, ); b) V, = (100, ); Q) Vs = (2, );
d)V, = (=, 10); e)Vs=1; HVe=Q;
gV, =R\Q; h) Vg =R\ Q; i)V, =R;
E7. S se determine punctele de acumulare in R pentru multimile:
a) 4=[0, 3); b) 4= {0, 3}; ¢) A= (-0, 3);
d)4=(-2,2)UB3,5); e)4=N\{0,1}; f) 4= (1,2)U{5}.
E8. Sa se demonstreze c¢d urmatoarele multimi sunt nemarginite (inferior sau superior):
a) A= (=, 3]; b) A= (=1, );
1
¢) 4={(=1)"n|nEN}; d)A={— x €(0, 1)};
x
-1
o) 4={x eR| x~1>2}; ﬂA={x 2x€(2,00)};
Y —

g) A={x EN|7 divide x }
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1.4. Calculul limitelor de functii
Enunturi Exercitii si probleme pag. 134 manual

Exersare

E1. Si se calculeze limitele:

lim 3; b) lim5°; lim /3; limQ2x +1);
2) lim3; ) lm 5™ ©) lim ¥3; ) lim@x +1);
e) lim(—%+l); DlmGr* ~x+2); g lim (5°+1); h) lim In3.

X—>7 x—> x—>+ 00 xX—=>—

E2. Si se calculeze:
a)lirrll[(x +12+1]; blimx+@ -] o lim > =3); d) lim (~3x +2+x2);

e) lim (=5x—7x2); f) ling(\/;); g limlogsx:  h) limlogys x.
x->+© x= ;:0 i:o
E3. Si se calculeze:
1 X
a) nnll(zl"gzx); b) 1inol3l°g3<"2“); ¢) limlogs2*; d) lim log3(§) .
x—> x-= x=>5 X—>—00

E4. Si se studieze existenta limitei functiei fin punctele specificate:
2x7 +3, x<l
Q) [R-R, [ =1 "3 e{La):
5x—1, x>0
x+3, x€(0,1)

,xo €41, 0, +o0}.
4, xe@+m) L0 +eof

b)f:D—>lR,f(x)={

Sintezi

S1. Si se determine parametrii reali pentru care:

a) ii_r)rll[(a—l)x+3]=6; b) lim(5 + 6ax) =23;
) lim(ax +3x = 3) =5; d) }Cig\/;=3;
e) {Ci_r)rll(azx2+2ax+ll)=a+l4; ﬂxgiril%/_=3;
g)xl_igrllx/;=a—l; h) lim2* =16.

S2. Si se studieze existenta limitei functiei /=D -> R pe domeniul de definitie:

log,x, x E(O, %)
a) /:(0,1) >R, f(x)= Ly
2x—=2, Xx El:—, 1)
2
2*,  x€(0,1)
b) £:(0,2)U {3} =R, f(x)=1log, x, x €[1,2].
0, x=3
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S3. Si se determine constantele reale pentru care functia fare limita in punctele specificate:

ax’ + (a+2)x, x<I
a) fR=>R, f(x)=

%/;, x>1’

(x+a)2+(x—1)2, x<I
b) fR—=R = —1-
JRZRIE) {(x—1+a)(x+4—a), o> 0T

xo=1;

p

ax + b, x<2

¢) /' R=R, f(x)=1log, x, xEQ 4),x, €{2, 4};
lax? +bx +6, x>4
o x<i

d) [ R=R, f(x)=14", x€(,3),x, €{l,3}.

8(a+2)x , =3

S4. Si se studieze existenta limitei functiei /:D - R in punctele specificate:
a) fR=>R, f(x)=|x|,x, €{-10,1};
b) fR=>R, f(x)=|x—3,x, €{0, 3, 4};
¢) fR>R, f(x)=p—3+x,x, €{-5,3,5};

X

x|, x<l

d)f:lR—>IR,f(x)={\/; x>1,x0€{0,1};

‘xz -1, x<2
e) [ R=>R, f(x)= ,xo E{-1,1,2}.

\/x_2+1, x>2
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1.4.3. Limitele functiilor trigonometrice

Enunturi Exercitii si probleme

Exersare

E1. Si se calculeze:
a) limsinx;
T

b) lim cosx ;
JT

¢) lim sinx;
Ja

pag. 140 manual

d) lim cosx;
JT

x—=>— x—=>— x—=>— x=>—
6 4 6
e) limsinx; f)limcosx; g) lim sinx; h) lim cosx.
x> X=>7 x=>2m X-=>—7
x<m x> x>2m x<-m
E2. Si se calculeze:
a) limtgx; b) lim tgx; c) lim tgx; d) lim tgx;
Ja Ja Ja Ja
x> xX>—r x>— x>
: . : g
d) limtgx; f) lim ctgx; g) lim ctgx; hytgm ctgx;
x> T T 3
x>m =y Ty =y
1) limctgx; J) lim ctgx.
xX=>7 x=>2m
x<m x>2m

E3. Si se calculeze:
a) lim arcsinx;
ok

d) lim_arcsinx;
3

X—=>—

EA4. Si se calculeze:
a) lim arctgx;
)ﬁ g g
3
d) lim_arcctgx;
3

xX-=>—

Sintezdi

b) lim arccosx;
-

e) lim_ arccosx;
V2

x—=>—

b) lim arcctgx;
)xﬂg g

3
e) lim arctgx;

x—=>—/3

c) lim arccosx;

3
x—=>——
2

f) lim arcsinx.
V2

x=>—

¢) lim_ arctgx;
)ﬁ B e g

3
f) lim arctgx.

x-=>~3

>3

S1. Si se determine valorile parametrului @ € R pentru care au loc egalitatile:

. . T .
a) limarcsinx = —; b) limarccosx = 0;
xX—=>a 2 xX—=>a
. . T .
d) limarcsinx = —; e) limarccosx = ;
xX—=>a 4 xX—=>a

f) limarctgx = —

. T
¢) limarctgx = Z;

N

S2. Sa se studieze existenta limitei functiei /:D -> R in punctele specificate:

sinx, x<0

a)f:IR—>IR,f(x)={x2 O,xOE{O,—oo,+oo};

2

sin x, X<m

b) f:lR—>IR,f(x)={ ,xo €40, m, 27}

3x—m), x>a
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arccos x, X E[— 1, 0)

o) fI-1L1] =R, f(x)= ,xo €E{~1,0,1};

x2 +2x +%, X E[O, l]
arctgx, x<0
d) fIR=>R, f(x)=1arcsinx, x €(0,1) , x, E{~, 0,1, +oo}.
arcctgx, x E[l, +00)
S3. Sa se determine valorile parametrilor reali, pentru care functia f:D — R are limitd pe
domeniul de definitie.

sinx, x<O0
a) fR=>R, f(x)=qax+b, x €(0,1)

arctgx, x=I1

a, x €[-2,-1)
b) f:[—2, 2] >R, f(x)=+arcsinx, x el-1,1] ;
b, x€(1,2]

S4. Si se studieze existenta limitei functiei /:D - R in punctele specificate:

a) ffR->R, f(x)=sin|x , X E{—l, 0, l};
b) f:[—%,n}elR, f()=]|sinx], xg e{—%, 0. %}

JT JT
) xO e{_za 09 5}9

,xo €{-1,0,1}.

c)f:lR—>|R,f(x)=|—c0sx

d) ffR->R, f(x)= |arctgx
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1.5. Operatii cu limite de functii
Enunturi Exercitii si probleme

Exersare
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E1. Si se calculeze:
a) lim(x2 —3x +x/;);
x—>4

¢) lim(sinx +3cosx);

X—=>T

e) lim (3x? —27x +log; x);

E2. Si se calculeze:

a) li_r>r11(x2 —2)(x2 - 3); b) lim(x2 log, x);

d) hm(% 2—7], e) hm(2x+l)(\/_+\/_),

x=3

E3. Si se calculeze:

x—1 *+4x—10
a) lim—~———; b) lim—— = .
>l x? 4 x+1 x>2  2x—3
3 .
+ +t
d) lim—\/; \/;; e) hm—su%x gx;
x-1 2+\/; x>z sinx +2

EA4. Si se calculeze:
) lim(x + Ve b) lim(sinx) "
x>0

d) lim(1 +sinx ) ;

X—>7T

e) lim(sinx +tgx)
X—>7T

x>

Sintezad

b) lim

x=3

7T+x

(2x —l+ln£);
3

d) lim(2 +3" - 4°);

f)hm(2x+3x x).

x—=>—1

c)}ci_zlg(x2+2x)§/;;

f) lim (1—cosx)(1+sinx).

x=>27

sinx + cos x
o)lim———;
x—>01+smx +\/_

arcsin x + arccos x

f) lim
7T +arctgx

o lim(x? +x-1)"";

;D) lim(arctgx)& .
x—=>1

S1. Si se calculeze:

a) hm(\/_+\/_)

x—=>1

b lim(24x —33x)

1

2x +1
d) 11m(s1nxtgx)x+1, e) hm(x\/ +x—
P —x+1

g) lin11(2 arcsin x + arccosx)*; h) lim

x-=>—
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arctgx .

x=>4/3 arcctgx

¢) lim (sinx +cosx)?;
x=>2r

); £ lim(2° -3 )"

arccos x
1) lim——
x>0 1+ arcsinx



S2. Si se determine constantele reale pentru care au loc egalititile:

am +arcsinx _ C+D°+(x—2)"

lim ———————= =2; b) li 1;
2) xl—r}} 7T +arccos x )x_1>r111 a+%/;
+2 2% +47 3
c)lim\/; X o1, d)lim——— ==
x>a 2 4+4lx x>a2-2% +3-4° 8

S3. Si se studieze existenta limitelor functiei /:D — R in punctele specificate:

-

xtgx, x E(O, %)

a) f(x)=1 , Xg E{O,%};

sinx, XE[%,'FOO)

o 1 )_;(x—l)\/;, X E€(0,1) ol
e (1-%x). x €(=e, 0]U[1, +2)’ To =R

>(x—_1)3’ « (e 0]

) f(x)=9\x+x+1 , Xo =0.
[(=1+sinx)?, x € (0, +»)
S4. Si se calculeze:
2
a) lim(sin )3 —1; b) lin(}(xz +xIn(x+1))
5
c) lirr21(2x —1)1g(x +8); ) lim V7x +x ) :
. et . Nx+2+3x+6
e) lim ) lim

X1 423 =202 410 —310—x

arcsin (xsinx)

g) lim

; h) lim1 2+1 +9)).
x>0 1 +sin (arccos x) )xl—l;% OgZ( 0g;( ))

S5. Si se calculeze:

1 X i
a) limx 2| — |; b) limu; o) lim 22t
x=0 x2 x—=>00 X x>0 xz
+ +|3x
d) lim &) lim > f)limM.
x—>00 X x>0 x +1 x—>00 X

119



1.6. Cazuri exceptate la calculul limitelor de functii

Enunturi Exercitii si probleme

pag. 160 manual

Exersare
E1. Si se calculeze:
a)lim——;  b)lim
—=2x+1 x>0

E2. Si se calculeze:

a) lim—;
x=>0X
x>0

2x
d) lim ;
)x->4x2 ~16
x>4

E3. Si se calculeze:

a) lim ;
s (x—1)*
6
d) lim al

>3 —x2 +6x — 9

E4. Si se calculeze:

4x —4
i
i prer
2
-3
d) lim————;
=>3x° —="Tx +12

ES. Si se calculeze:
2x +3
a) lim al ;
1o —x + 4

.2
d) lim al

N

3x =2
) lim ———
x>0 4y 2 +6x+1

E6. Si se calculeze:

2) I 24x +1
m-—;
x>0 /34 x

\/_+x

d) lim——;
x»w 2x +3
3x —1
g) lim ——
=2 ox? —x +7

b) lim

e) hm—,

2 2
+x+1 2 3x+2
L; c)hm;' d) lim a
3x+1 x>23x +x2 +1 1452 =3
3x +1
b) lim al ¢) lim al ;
x>—12x + 2 x—>1x2—]
x>—1 x<l
2x% +3x—4 5x% =19
e) lim———; f) lim ————.
x>l x°—=3x 42 =>-2x2 +3x 42
x<l x>=2
3x—4
b) lim c) hmzx—
x=>= 1(x+1) =>2x° —4x+4
3x+11 4x +3
e) limzx—; f) hmx—
x>0 x (x+l) X=>— 11+2x+x
2
-1 -4
b) lim —— c)hmzx—
x>—1y 2 +3x+2 x=>2 x —3x+2
. (x—2)2 x2+4x+4
e) lim 5 lim —
x>2 x° —2x x>=2 2x?% 4 4x
4 —2x +11
b) lim —x ¢) lim —x
=+ dx 2 Fx 41 x>— 6x—11"
3x? 4+ 6x+3 . 6xr=3x+11
RIS lim
x>+ 2x +1 x>—o  2x+6

2
) lim——————.
= (x2 +1) (x — 1)

\/x2 +Xx )
x>=0 4y +3’
Vx? +142x

olim XY
x> 3x 4+ 24/x +17

\/_ +24Vx +1
lim

oo x? —1+x x> 3x —1 ++/dx +1

V2x2 =3x +5

3x —4

h) lim

xX—=>—©

120



Sinteza

S1. Si se calculeze:

+1)2+(x—1)>—4 +1)° —x =1’ -8
) lim & 1) 2(’“ ) 4. by lim & )2 k-1 -8
x>l x°—1 x>l x°—=3x+2
2x =12 +(x—=1)2 =10 -9
o) i & T F @ =D 10, d) lim—— 55—
x-=>2 Q; 2) +%x 1) —1 X*3(x-3) +x° -9
—2)? —(x—1)2+x% -2 —)2+(x+1)2—4
&) lim & )’ 2(x ) . piim Y ) (+D)7—4
x>l 2x% =3x +1 x>l —(x+3)°
S2. Si se determine limitele functiei /:D — R in punctele specificate:
x—1 x—1
x__z,x(Ec—w,2) i;;:;ﬁ:*,xffc—wvn
a) f)=y _ 2 Xo=2:b) flx)=y X =1.
x2—4,x ) Wx€(1,+00)

S3. Sa se studieze constantele reale pentru functia f:D - R are limitd finitd in punctele

specificate:
2

2x +a 3x +ax
a) f(x)= l,xO=1; b)f(X)——3,xo=3;
—4 2 x4 dl
c)f(x)—%,xﬁl; Q) o) =y 2R
X _1 x_l x2—1

S4. Si se calculeze limitele de functii:

x? =1 6x>—x—5 . x—2 x> —6x+8
a) lim +— ; b) liml — i ;
~=>12x2 =55 +3 4x?—=3x—1 =2\ 5x° —4x —12 x°—16

((x+1)2 +x2 —1+(x—1)2+3x—1]

c) lim
x=>—1

x2+3x+2 2x2 +3x +1

S5. Si se calculeze:

2x +1 4% + -
a) hm( al al ]; b) hm( X 3 2 Jx ];
1

x>0l 3y 2 +4x+l X2+ v\ 2x % +6x +1 +/x2 +4
o) i 3x? +4x d) 1i 3x +4x

im——— im

ol (x +1)Vx? +1 > (x Wx? +1
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1.6.4. Limite fundamentale in calculul limitelor de functii

Enunturi Exercitii si probleme

Exersare
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E1. Si se calculeze:
in (5
a) hmM;
x>0 6x
sin (x —1)

e) lim
x—>1 X —

E2. Si se calculeze:

tg2
a) lim g x;
x>0 3x
d) lim sin (x —7)
x> tg(x — J'[)

E3. Si se calculeze:

a) lim

x=>0 5x ’

arcsin (3x)

d) lim arcsin (5x)
x>0 sin(10x) ’

E4. Si se calculeze:

. In(l+x?)
a) im———;
x>0 S5x
6
d) lim a

x>0 1In(l +8x)

ES. Si se calculeze:

sin(6x )

b) lim 1 ——; c¢)lim

x=>0 (x ) x=>0

sin (x —2)

lim———; g) lim
; Hli . )

x=>2 x — x=>—1

tg(x =)

x—=>1 (x

tg(x® —1
& lim~2&_ =D .
=>lsin(x” —x)

. arcsin (x?)
b) lim—————
x>0 x%+x

e) lim
) a 16x%—mx?
4

xX—>

In(l+6
by lim -4+ 6.
x=>0 8x

&) lim Y0 Vo),
x=>0 §/§ ’

2

sin 2x?)

3x 2

¢) lim

" T
arctglx ——
g 4)

f) lim

¢) lim
=0 x“+4+x

lim .
b In(1+3x?)

. d)lim sin (2x) .
x>0sin (4x)’
sin(l—xz). sin (3x —3)
2x+2 7 xslsin(x?-1)
tg(3x —9)
=3 x2-9 '
tg(x—1)°

w1 (x =1)sin (x> =1)

arcsin(10x)
x>0 arcsin (5x)’

arctg (9x 2 - 1)
__Laresin(3x +1)
3

In(1+5x°)
2 3

In(1+x?)

3 —1 3 -1 8" —8
Do blins ol
2X+1_8 2)6_3)6 3 _2x
d) lim ; e) lim ; ) lim
=2 x—2 x>0 X x>0 2% —1]
Sintezd
S1. Si se calculeze:
2) lim sinx +sin 9x b) lim sin2x + 3sin 5x +x o) lim sin(tgx) :
x>0 3x x>0 X +x2 x>0 X
. tg(sinx) sin(x2—4x+3) tg(x2+x—2)
d) im———; - ; im ;
x>0 2x x>1 sin (3x —4x +1) >=2tg(x? +5x +6)
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arcsin (x 2 — 1) arctg(x 2 —6x+ 5)
g) lim ; h) lim _
x>—1 arcsin(x2 +x) x->1 arcsin(x2 +4x —5)

S2. Si se calculeze:

1—cos2x cos4dx —cos2x

li ; b) li . .
3) x1—r>% x2 ) xl—r>% sin 5x sin 3x
o) lim s‘in 3x — 5s:inx : d) lim tg (arcsinx) .
x>0 sin 4x —2sin 3x x>0 sin (arctgx)
S3. Si se calculeze:
In(1+sin3 In2-3"
a) limm; b) an;
x>0 sin5x x>0 Sinx
. In(l+xsinx) . xIn(I+In(x +1))
¢) lim - ; d) lim 5 .
x>0 In (1+xsin5x) =0 In(1+1In(x~ +1))
212 .
—-b t - 1
S4. Si se calculeze valoarea expresiei E = a—’ daca limg,czx—w =—.
a’ +b? x>0 tgbx —sinbx 8
* i +2sin2x +..+nsi
S5. Pentru care valori ale luin €N |, lim X T oSy ST _ 147

x=0 )c+x2

S6. Si se determine constantele reale pentru care au loc egalititile:

2 2
+x+1 2x° 4+3x +
a) lim (l—ax)=3+b; b) lim o TerTa x]=a;
x>+ 00 x+2 x—>00 X —
3 sin xa
li (\/ 24x— —b)=—; d) lim———————— =2;
¢) Hm{ v 4 —ax 2 ) ) sin 3
In(4— 2 -8 22 _16
o lim G : f) lim = = limx —a? .
x=3 x—3 x—>3x2—9 x=>2 4x_24 x-=1
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1.7 Asimptotele functiilor reale

Enunturi Exercitii si probleme pag. 176 manual

Exersare

E1. Sa se determine asimptotele orizontale ale functiei /:D =R, in cazurile:

1
a) f(x) =" b) f(r) = ——; 0 S(5)=7
X x—3
3x
Oy =5"7 e)f(x)—xz_H, f) f(x )—3 s
Jx _ 3x? -1 . ) _ x|x|
9@ =5y M@= S s D=
E2. Sia se determine asimptotele verticale ale functiei /:D - R, in cazurile:
1
a) fx¥)=""7 b)f(X)—(x_l)z, C)f(X)—x 7
x2+1 xZ+x+1
d)f(x)=x2_4; e)f(x)=m; f) f(x)=In(x +1);

1 2
g)f(x)zm, h)f(X)=2x_1.

E3. Sa se determine asimptotele oblice ale functiei /:D =R, in cazurile:
2 2

2 1—
Dre=" =N st
X +2|x| x\/_ X —2|x|
) fo)=—""7" e)f()——\/; Dre)y=—"
Sinteza
S1. Si se determine asimptotele functiiilor /:D - R, in cazurile:
o el e
a)f(X)—( T ho—3) b)f(X)—xz_I, C)f(x)_(x—l)(x—S)’
2 2
& for) = O f) =5 Df)=—
x—1 ‘xz—l |x—1
52 3
g f(x)= h)f(X)—
X —| -1

S2. Si se determine asimptotele func‘;iilor f:D - R, in cazurile:

1
a) f(x)=x.2;; b) f(x)=xln(e+l);
C)f(x)z(x_l)ln(”%); d) f0r) =4~ +11
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2
-1
S3. Si se determine parametrii reali pentru functia f:D >R, f(x)=— al are o
x“—ax+a+l

singurd asimptota verticala.
S4. Sa se determine parametrii reali pentru care functia f:D =R, admite asimptota indicata:

2
a)f(x):w,y=a2x+2; b) f(x) = (x+xa?:3;:;z+1)

, y=x—a+3.
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Teste de evaluare

Testul 1
. . x2—6x+9 . x? .
1. Daca/, = lim————, /(, =lim——— atunci /, + /, este egal cu:
=3 x°=9 x>0 x® —3
a) 1; b) 3; ¢) +oo; d) -

2. Si se calculeze:

sin(x2—5x +4) Vx? +3x

li ; b) li
L ) e
* xt+ax+3
3. Fie f{R =R, f(x) =——————. Daca dreapta y = bx +2 este asimptotd a functiei f,
X
atunci
a)a+b=3 b)ab=3 ¢ 2a+b=3 d)ya’+b>=3

Testul 2

1. Sai se calculeze limitele de functii:

X arcsin x VxZ +x +1

a) lim— b) lim
x>0 8Inx arctg x x>—o  3x—1
3x X
2. Dacd [, =lim © =1, atunci:
x>0 X
a)a=2; b)a=4; )a=3el; dya=1.
2
) ax” +1 . . < 1o
3. Functia /:D =R, f(x) = — ., are o singurd asimptotd daca:
x°+2bx +1

a)a=b=0;, bla=b=1, c)a€Rbe(-L1);, ddbER, a=7
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Testul 3

3x? —4x —4 2% —3)2
1. Sa se calculeze: a) lim%; b) limg.
=2 xt—4 x>0 Xxsinx

2_ 2
. . X" —a
2. Sa se determine a €R pentru care hmﬁ =4,
—a

xX—=>a

3. Sa se determine valorile parametrului real a stiind cd dreapta y = ax + a+ 1 este asimptota a

functiei /'R =R, f(x)=vx’ +a°

4. S se studieze daci functia /R - R, cu proprietatea ci2 f(x) + 3/ (—x) = x *— 1,V x €R, are limiti
in oricare punct x, €ER.

Testul 4

x3+a3,x <a

x+1, x>a

1. Se considerd functia /'R =R, /' (x) ={ . S@ se determine a €R pentru care

functia f'are limita in oricare x , ER.
x? 4ax+ 3x =<1
2. Se considerd functia f ' R=>R, f(x)=13x +5b
x2+2’

x>1

. U . L —f
Sa se determine a, b €ER astfel incat f'sa aiba limita in x =1 si sa existe lim Llf()
x->1 X =

3.Fie /:D >R, f(x)=ax +Vbx?> +cx =1, a,b € (0,+»),c ER. Si se deter- mine parametrii
a, b, c astfel incat dreapta y = 2x +1sa fie asimptotd oblicd spre + o, iar y = —1sa fie asimptota
spre — oo.
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Capitolul 2. Limite de functii

2.1. Functii continue intr-un punct

Enunturi Exercitii si probleme pag. 183 manual

Exersare

E1. Sa se studieze continuitatea functiei f/:D - R in punctele specificate:

a) f(x)=x*—="7x,x, €{-1,0,1}; b) f(x)=x+2x|, x, €{-1,0,2};
2
0) f(x)=" . xo {21k ©) f(0)=x—x,x, €{0,4}.

E2. Sa se studieze continuitatea functiilor in punctele specificate:
sin x

2 < oA <
a)leR»lR,f<x)={x’ =l =t b/R-Rrw={x % =0
2x —1,x >1 x+1 x=0
x+1, x=<0
¢) FR->R, f(x) = v €(0,1), x, € 40,1},
Inx, x=1
3, x=-1

d) £ {-1}U@O,+») >R, f(x)=13+x, x €(0,1), x, E{-1 1},

x+3
—.x=1
(2x —1
E3. Si se studieze natura punctelor de discontinuitate pentru functia f:D - R:
2 X
x“—x+2,x =1 27=2, x=<0
a) f(x)= 5 b) f(x) = ;
2x—1, x>1 3 =2 x>0
x?2 Inx, x>0
—, x <1
) f(x)=1x—1 ; d) f(x)=12, x=0.
Ix—1,x=1 1
—, x<0
(X

E4. Sa se studieze continuitatea functiei /:D - R, in functie de parametrii reali:

x+a,  x=I1 2°+2¢x<0
a) f(x)=y , ; b) f(x)= ;
x“+x+1L x>1 ax+3 x>0
sm(ax)’ <0
2x 2ax +1,x =<0
©) f(x)=12a*>, x=0; d) f(x)=1x+a, x €(0,1).
3x+b x=1
5x +2a, x>0
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Sinteza

S1. Si se studieze continuitatea functiei f:D > R:

rsin(at)c+xz)

—_= ) 0

) fe)=1 x5 b)f(x)={
Lln(x+e3), x=0

arcsin x

\/6x2+4a2+4ax, x=<1

x° +4a, x>1

2a+ ,xE[—l,O)
2% + <
S e 1 e To
X 3 +a,x>a

—l+sinax, x=0

L

S2. Si se determine constantele reale pentru care functia f:D - R este continud, in cazurile:

9% —4.3%* 112 vy <1 3% 42x, x <2a-1
a)f(x)= ) ;b)) flx)= . ,
a—ax —15x7, x>1 O9x —4", x=a
2ax.3bx’ x<l1 2ax+3bx’ x <l
¢) f(x)=112, x=1 ; d) f(x)=1x*=3x+7, x €[1,2].
gl plbr 5 29 +3 —g x >2

S3. Si se determine a, b € R pentru care functia f:D — R este continui si are loc conditia data:

3x? -, <1 - 1a
2 rey=1" 0 S i SO TSDO

ax’+bx+3, x=1 1  x-—1

In(l +sin? x)

> A - (0
b) f(x)= X X = si exista lirréM.
pd X
ax + b, x=0
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2.2. Operatii cu functii continue

Enunturi Exercitii si probleme pag. 187 manual

Exersare

E1. Sa se studieze continuitatea functiilor f,g:D = Rsi a functiilor f+g, f—g,f" g,i, in
g

cazurile:
a) fx)=x—1, gx)=x+1  b)f(x)=x>-1g(x)=3x—x7%;
1
c) f(x)=2", g(x)=x; d)f(x)=lnx;g(x)=ln;;
2
e)f(x)={x =0y =
x+1, x>0
_{2x—1,x$0 _f1=x, x=0
hre)= x—=1, x>0 )= x+1, x>0

E2. Si se studieze continuitatea functiilor compuse f o g sig o fin cazul functiilor f,g R - R.
a) f(x)=x-1gx)=2x=3;  b)f(x)=x>+1,gkx)=x~1;
©) fx)=Vx’+1L gx)=x—1; d) f(x)=InEx>+1), g(x) =2x —L

Sinteza

S1. Se dau functiile f,g: R >R, f(x) = {x

+a, x<0 ) 2ax, x=<0
b x =
x2+1,x>0g

x —x? ,X > 0
Sa se determine @« €R pentru care functia f + g este continud pe R.

S2. Si se studieze continuitatea functiilor f:R =R si /2 in cazurile:

_ —l,xsl_ X, xSl.
a)f(x)—{l, o b)f(x)—{_l,xﬂ,

_ x+a,x$1. _ 2x+a, x <2
C)f(x)_{2x+l,x>1’ d)f(x)_{x+a, x>2

S3. Sa se studieze continuitatea functiei f o g in cazurile:
a) f(x)=2x—4, g(x) =sgn(x),x ER; b) f(x) =3x—6,g(x) =|x—1

,x ER;
Lx<l1 ()=2—LER: d) f(r) l—x,x <1 ) az,xsl

,g(x)=2x—1LER; x)= ,g(x) = .
2,x>1g 0, x>1g x, x>1

S4. Sa se studieze continuitatea functiilor fo g, go f:

x In x, 1
a)f(x>={j;1f°,g(x)={“ T

C)f(X)={

>0 X, x<1’

b) £(x) \/;, x=0 ) xz, x=0
x)= ,g(x)= .
Ix, x<0 1+x%, x<0

129



2.3. Semnul unei functii continue pe un interval

Enunturi Exercitii si probleme pag. 191 manual

Exersare

El. Fie f'/R—>R, f(x)=3+1. Sa se arate ca f are proprictatea lui Darboux pe intervalele
I, =(-22)s511, = [0,3]. Exista intervale pe care fnu are proprietatea lui Darboux?

E2. Sa se stabileascd dacd functia f/:D - R are proprietatea lui Darboux pe intervalul dat:

) =1" "= =[]
sinx,x >0
In(1+x) 3
b) f(x)=1 x X EEL0) I =(=12];

X +cosx, xE[O,+00)
arcsin x, xE[—l,O] 1

c) f(x)= A =|—7.21.
x+3%, x €(0,+») 2

E3. Sa se stabileasca semnul functiei /:D = R:

a) f(x)=x"—x; b) f(x)=2"—1;
¢) f(x)=3""-09 d) f(x) =sinx, x €[0,27].
Sinteza

S1. Sa se arate cid functiile f:D =R, au proprietatea lui Darboux pe oricare interval din
domeniul de definitie:

rl_\/;

>
1—x2’ x>1 x2 +5x -6, x <1
a) f(x)=7025, x=1 1 b)f(x)=)x—Isin(x —1) ;
sin(4x —4) iy !
S =) o 7 =)
| 8x"—8
r0, x=2

14352 sin(zx), x ER\Z

L \-! 0, x€E”Z
c)f(x)=<( ] Ly D=

S2. Folosind consecinta 1 a proprietatii lui Darboux, si se arate cd urmatoarele ecuatiile au cel
putin o solutie pe intervalul dat:

a)x>+4x>—=5=0,1 =[0,2]; b) x> +5x=27=0,1 =[0,3];
Ox+2°=2=0,7=[0,1]; d)x+l+sinx=0,[=[—%,0];

e)x+Inx =0,7=(0,1).
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S3. Si se stabileascd semnul functiei f:D - R:

a) f(x) =x@2" =1D); b)f(X)=(x—1)(3x —2%);

Y1
¢) f(x)=(3" =1 log, (x +2); d)f(x)— 5
Vx — 1
&) flr)=—"—7— 0 /()= —x)x* —16).
S4. Sa se rezolve inecuatiile:
a) 2" —1)(x*=1)=0; b) (x —xH)A=+x +1)=<0;

c)()c—l+\/x2 +l)(\/_—l)S0; d) 2* —3x)(2—10g2(x +l))$0.

S5. Se consideri functia /R >R, f(x) =x +e".
a) Sa se arate ca functia f este strict monotona pe R.
b) Folosind proprietatea lui Darboux, sd se arate cd functia f este surjectiva.
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Teste de evaluare
Testul 1

1. Sa se studieze continuittea functiei /R - R,

.x ERN{-1,0,1}

1, x €{-1,0,1}

2. Si se determine parametrul real pentru care functia /R =R,
x+2% x <1

f@)={ax
4 =1, x>1

este continud pe R.

3. Si se stabileascd semnul functiei f:(0,0) = R,

=2 -1)3" -9).
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Testul 2

sin? 2x

2
X

1. Si se studieze continuitatea functiei /R =R, f(x)=41ax+b, x €[0,1] in functie de

, X €E(=%,0)

sin(x —1)

2
“ x -

X € (1, +00)

parametrii reali a si b.

{x, xEQ
2.Fie f R>R, f(x)=

x?, x ER\Q
a) Fie I =[2,3]. Existi valori ale lui x €1 pentru care f(x) =357
b) Functia f'are proprietatea lui Darboux pe /?

3. Si se rezolve inecuatia 2% —16)(x —x>) < 0.

Testul 3

1. Se consideri functia f:R =R, f(x) = x[x].. S se studieze continuitatea functiei / inx, €Z

9 . . . . x2+a+x,xSa
2. S se studieze continuitatea functiei /'R >R, f(x) = 5 pentru a ER.
2x+ax”, x>a

3. Si se stabileascd semnul functiei /R =R, f(x) = 2" —2)(x —a) in functie de valorile
parametrului real a.

Testul 4

2Ax —x
. 2° +3
1. Se considera functia f:N ->R datd de relatia f(n) = lim ’12—2_ .
x=w 2T p4+27F
Sa se calculeze suma f(1)+ f(2)+...+ f(n).

2. Sa se arate daca f [a,b] =R este functie continui si f(x)=a, f(b) < b, atunci existd
Xy € [a,5] cu proprietatea cd f(x,) = x,.
2" =2)(log, x —1),x >0

x3—x, x<0

3. Sa se studieze semnul functiei /R =R, f(x) = {
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Capitolul 3. Functii derivabile

3.1. Derivata unei functii intr-un punct

Enunturi Exercitii si probleme pag. 202 manual

Exersare

E1. Sa se stabileascd dacd graficul functiei /:D - R admite tangenta in punctul specificat,
daca:
2x?% — 3x,x=<0

a) f(x)=3x%—4x,x, =2 b)f(x)={ 5

:x0=0;
5x°=3x, x>0

) f(x)=x+x—1,

xo=1; d)f(x)=x2|x

,Xxg=0.

E2. Si se arate cé functia f:D — Rare derivata in punctul specificat si sd se calculeze aceasta:
a) f(x)=3x+11x,=—1 b) f(x)=x*=3x—11,x,=2;

&) f(x)=——, v, =0 4) £) =% +1, %, =0
x+5
e) f(x)=2"+3,x,=—1; f) f(x) =sinx +sin2x, x, = 0.

E3. Si se studieze derivabilitatea functiei /:D - R in punctul specificat si sa se scrie ecuatia
tangentei In acest punct:

a) f(x)=2x—x% x, €{0,1,2}; b) f(x)=x> x, €{0,1,—1};

¢) f(x) =sinx +x, x, €{0,7}; d) f(x)=%+l,x0 e{-101}.
X

E4. Si se determine derivatele laterale ale functiei /:D - R in punctele date:

a) f(x)=x—1,x,=1; b) f(x)=x+]|x], x, =0;
) Fo) = x+1, x=-1 _ d) /() = sin(rrx), x <1 _1
EEA xz—l,x>—1’x0_ S = Inx, x>170 70

Sinteza

S1. Si se studieze daca urmatoarele functii f/:D - R admit tangentd la grafic in punctele
specificate:

x+|x|+1, x<0
a) f(x)= X0 €{-1,0,1};
cosx, x=0
ot x=—1
b) f(X) =114 o5+ X0 €{-1,0};
, x<—1
2
x—1
e —1, x=<0
¢) f(x)= ’ ,Xo €1—1,0,27.
) /) {1n(l+2x),x>0 o €4 ;
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S2. Si se studieze continuitatea si derivabilitatea functiei /:D - R in punctele specificate:

2
x“+ax, x<0
a) f(x)= ’ , X0 =0;
) /&) {2x—1, x=0""
b) £00) 4x —a, x>2 5
x)= X9 =25
x2+ax+b, x<2 0

¢) f(x) =min(x,2x —1),x, =1;

Vx? -1 +a, x=1
,Xo =1L
arccosx +b, x E[O,l)

S3.Fie /:D = Rsix, € D, punct de continuitate al functiei /. Punctul M (x, f'(x )) se numeste
punct unghiular al graficului functiei f daca functia f are derivate laterale diferite in x, si cel
putin una dintre ele este finita.

Sd se studieze dacd punctul de abscisd x, este punct unghiular in cazurile:

d)f(X)={

2x—1, x=l1 x2+1, x<0
a) f(x)=7 , Xo =1L b) flx)= X0 =0
x“+x—-1x>1 e, x>0
2
x°, x<0
C)f(X)={. X =0.
sinx,x =0

S4. Fie f:D =R si x, punct de continuitate al functiei f. Punctul M (x, f(x,)) se numeste
punct de intoarcere al graficului functiei f'dacd functia f are derivate laterale in x , infinite si de
semne contrare.

Sd se determine daca punctul de abscisd x, este punct de intoarcere In cazurile:

a)f<x>={“1_x’“1,x0 " b)f(x):{*/x_3’ x=3

X, =3

x=1,x>1 2W3—x,x<3

S5. Si se determine parametrii reali pentru care graficele functiilor f,g R - R admit tangenta
comund 1n punctul de abscisd x, ER.

a)f(x)=2x+a,g(x)=x2 +bx+b,x,=1;
b) f(x)=x2 +ax+b,g(x)=2x2 —x+Lx, =1

S6. Se dau functiile f,g:D >R, f(x)=x>+ax>+bg(x)=3x"+cx+1.
Sa se determine:

a) ¢ ER pentru care tangenta la graficul functiei g in punctul de abscisa x, =1 este paralelad
cu dreapta de ecuatie y = 7x — 6.

b) a,b €ER, stiind ca tangenta in punctul x, =1, la graficul functiei f este paraleld cu dreapta
¥ =5x +1, iar in punctul de abscisa x, = —1, tangenta are ecuatia y = x +5.

S7. Se dau functiile f,gR->R, f(x)=2x>+ax+b, g(x)=x>+bx+a. Si se determine
a,b €ER pentru care graficele celor doud functii admit tangenta comuna.
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3.2. Derivatele unor functii elementare

Enunturi Exercitii si probleme pag. 209 manual
TEMA
1. Aplicand formulele obtinute, sa se calculeze derivatele functiilor /:D - R:

a) f(x) =2007,x ER; b) f(x) =5v2,x ER;

¢) f(x)=sin5x €ER; d) f(x)=x>x ER;

e) f(x)=x>",x ER; f) £(x) =log; x,x € (0,+);

g) f(x)=loggsx,x E(O+®);  h) f(x)=2",x € (0,+0);

i) f(x)=cos? %—sin2 %, x€R; j) fx)= 10g3(5x2)— log;(5x),x > 0;
7
k) f(x)=x3,x>0; D) f(x)=e*,x ER
2. Pentru functia /R =R, f(x) = 4", sa se calculeze '(0),(/ (1)), f'(=1).
3. Pentru functia /R =R, f(x) = Ix , sd se calculeze

!

ren (e, ren. (ren), f(é) ( f(%))
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3.3. Operatii cu functii derivabile
Enunturi Exercitii si probleme pag. 213 manual

Exersare

E1. Sa se calculeze derivatele functiilor /:D = R:

a) f(x)=x>+3x+1; b) f(x)=2x —x*;

¢) f(x) =x+2x; d) () =x>+sinx +cosx;

e) f(x)=2x>+Inx; ) f(x)=2"+3"—x;

g) f(x)=log, x +log;x; h)f(x)=4sinx—SCosx+\/§;
i)f(x)=x2+log3x+sinx; j)f(x)=\/_—\/§+tgx;

K) fG) = -1+ +D)7; D) f(x)=23x +32 +loggsx;
m)f(x)=10g3x3+log2x4; n) f(x)=2tgx —ctgx;

p) f(x) =x~2+32x; Q) L) =27 437
E2. Si se calculeze derivatele functiilor /:D = R:
a) f(x) =xlog, x; b) £(x) =xx;
¢) f(x)=xsinx; d) f(x)=x%cosx;
e) f(x)=Q" =3B —1); f) f(x)=Q2Inx +1)log, x;
) f(x) = (x —Vx)(x +3x); h) f(x)=3B-x7)%;
D) ()= —x)?; D f@)=xInx+In’x;
k) f(x)=xsinx; D) =(x—1)"e
E3. Si se calculeze derivatele functiilor /:D = R:
1 1 _
2) f(x) =—; b) f() = 0) flx) ="
X X
-1 2 _x+1
d fe) == &) )=, D)=
x“+x+1 —x+1
9 /0=y fy = l)f(x)—Htgx
0SX 1+sinx sin x
x+1+lnx \/_ 1+¢&"
J)f()_—lnx’ )f(x)——\/; l)f(x)—
‘ _ I—tgx
m) f(x )—lthg n)f(x)—1+ctgx.

E4. Pentru functia /:D R si se rezolve ecuatia f'(x) = 0 precizdnd multimile D si D pin
fiecare caz:

a) f(x)=x>—12x; b) f(x) =2x> —15x% +24x +5;
0) f(x) =(x2 +6x—15)e"; d) fr)=x21Inx;
1 x2=3x+3
e)f(x)—m, f)f(X)—xz_—Sx_”,
sinx +2 x2+3
g ) == h) /) ===
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Sinteza

S1. Si se calculeze derivatele functiilor f:D = R:

: + 2 n .
a)f(x)=—xsmx Césx; b) f(x)=e" ot nEN .
X COSX —SsInx 1 21 n!
3x? =2
S2. Fie fRN{1} >R, f(x) =— =
Y —

a) Sa se calculeze derivata functiei f.

b) Sa se determine punctele M (x,, f(x,)) de pe graficul functiei /' in care tangenta ese
paraleld cu dreapta y =2x — L

c) Sa se determine punctele M (x, f(x,)) de pe graficul functiei f/ in care tangenta este
perpendiculara pe dreatpa y = x.

x+a e’

,8WX) =
x2+1g()

2g(x)
x2+1

S3. Se consideri functiile f,g:R—=>R, f(x) = . Si se deter- mine a ER

2
X

pentru care are loc egalitatea e* f'(x)+g'(x) = ,x ER.

xX+m
xZ+x+1
SS5. Se considerd f:R=R, f(x) = ¢e* (x* + mx + m):
a) Sa se determine m €R cu proprietatea ca f'(x) < 0 daca si numai dacd x € [-2,2].

S4.Fie fR->R, f(x) = .Sa se determine m €R pentru care f'(x) <0,V €R.

ex

JAC)
S, =g0)+g)+..+g(n),n EN.

b) Pentru m =1 se noteaza g(x) = Sa se calculeze:
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3.3.5 Derivarea functiilor inverse

Enunturi Exercitii si probleme pag. 220 manual
Exersare
E1. Si se calculeze derivatele functiilor /:D = R:
a) f(x)=(x*+1)°, x ER; b) f(x) =In(x?* +1), x ER;
c)f(x)=ln1+—i,x€(—l, 1); d)f(x)=\/z,x€(0,+oo);
e) f(x)=xe ,x ER; f) £(x) =sin(x2 +1), x ER;
o) f(x)=cos(x2+x+1),x ER; h) f(x)=+sinx, x € (0, 7);
) f(@)=xVx>+1,x ER: i) f)=x e, x €(0, + ).

E2. Si se calculeze derivatele functiilor /:D = R:
a) f(x)=In(l+sin’x), x ER; b) f(x)=In(1+¢"), x ER;

c) f(x)= \/1+sin2x, x €ER; d) f(x) =sin(x\/;), x € (0, +00);
e) f(x)= arcsin(%), x €(0,2); f) f(x)= arccos( ! 1), x € (3, +x).

v —
E3. Si se determine domeniul de derivabilitate pentru functiile /:D = R:
a) f(x)=Vx—Lx E[L+x)  b)f(x)=e", x €[0, +oo);
o f)=[x> =1 x eR d) £G)=In(+ M), x ER:
e) f(x)= arcsin|x ,x €[-1, 1); f) f(x)= arccos|x ,x €[-1,1].
EA4. Fie functiile /:{0,+®) =[3,4+ ), f(x)=x*+3sigtR>R, g(x) =x".
a) Si se arate ci f'si g sunt bijective. b) Sa se calculeze (£~ ')'(4)si (g ™))

Sintezd
S1. Sa se calculeze derivatele functiei /:D - R, specificAnd domeniul de derivabilitate:
a) f(x)=|x? =1, x ER; b) f(x)=~+1—Inx, x €(0, ¢];
¢) f(x)=arcsin——, x ER; d) f(x)=arcsin_—xz,x ER,;
I+x I+x
&) fr)=x"", x>0 f) f(x) =x" x>0,

S2. Si se rezolve ecuatia f'(x) = 0 pentru fiecare functie f:D = R, precizand D si D ,:
a) f(x)=(@2x>—=6x)% b) f(x)=cos’x—cos2x, x €[0, x];

©) f(x) =Vx® +6x+5; d) f() =G> +2x); ¢ f(x)=3"
2
D) /() = arctg(dx® =362 1), g) f(r) =i h) /() =15 I g |
e

S3. Se considerd f:R >R, f(x)=x+2".
a) Sa se arate ca functia f este inversabila. b) Sa se calculeze (f “y@a).
S4. Se consideri functia f:(1, +©) = R, f(x) =x +In(x —1).
a) Sd se arate cd functia f este inversabild.  b) Sa se calculeze (f “Y@2)si( f “H(e+2).
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3.4. Derivata de ordinul doi

Enunturi Exercitii si probleme pag. 224 manual

Exersare

E1. Sa se stuieze daci functia /:D — R este de doud ori derivabila in punctele specificate:
a) f(x)=x>+x,x, €{-1, 0}; b) f(x)=xe", x, €{0,1}
¢) f(x)=sinx +cosx, x, €{0,};  d) f(x) =x +x,x, €{1, 4};

e) f(x>=ﬁ,x0 e{o,1}; f) f(x):%,xo e{o, 7);
g fx)= He_xx ,xo €10, 1}; h) f(x)=x?Inx, x, €{l, e}.
e

E2. Sa se arate ca functia /:R - R este derivabila de doud ori in punctul specificat:
3

x°, x<0 sinx, x <0

a) fx)=y_, , X0 =0; b) f(x)=1 , , X9 =0
5x7, x>0 x +x, x>0
3 x3lnx,x>0

o) f(x)=x’|x], x, =0; d) fx)=1", , Xg=0
X, x <0

E3. Folosind regulile de calcul cu derivate, sa se calculeze derivata de ordinul doi pentru
f:D->R:
a) f(x)=2x%+5x; b) f(x) =x> —4x; ¢) f(x)=¢" +x;

d) f(x)=x+Inx; e) f(x)=xInx; f) f(x)=x2ex;

g) f(x)=x%Inx; h) /(x) =sin? x; i) f(x)=cos’x;

J) f(x)=xsinx + cosx; k)f(x)=x2 x,x>0; ) f(x)=xtgx;
X - X

m)f(x)=x+2, n)f(x)=x2+1.

Sintezdi

S1. S se arate ci:
a)dacd f:R - R, f(x)=sinx, atunci:

) = sin(x + %) £(x) = sin(x +7).
b) dacd f:R - R, f(x)= cosx, atunci:
f'(x)=rcos|x +%), f"(x)=rcos(x +m).
S2. Si se verifice dacid functia f:R = R, f(x) = ** (3+ 4x) verificd egalitatea:

') =2f'(x)+ f(x) =e* (4x +11), x ER

S3. Fie /'R >R, f(x) = e sinx. Sa se determine a € R cu proprietatea ci:

f'x)—af'(x)+af(x)=0,x ER
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S4. Si se determine a,h ER stiind ci functia /:R =R, f(x)=e *(sinx +cosx) verifici
egalitatea:
f"x)+(@+b)f'(x)+(ab+2)f(x)=0,x ER.

S5. Si se determine functia polinomiala de gradul doi f:R - R, f(x) = ax? + bx + ¢ care verifici
relatiile: £2)=9, f'(1)=2si f"(0)=8.

S6. Existi o functie polinomiald de gradul trei /:R = R, f(x) = ax >+ bx >+ cx +1, care si verifice
conditiile /(—1)=—6, f'(1)=—3si ["Q)=4?

S7. Sa se determine a,b,¢c €ER dacid f:D - R este de doud ori derivabila pe D.

x3+ax, x <0 x3+3x+a—1, x <2
2 f)=1" . . b f@=1 . :
x"+bx“+c, x>0 ax“+bx+c, x>2
) 2x3+cx2+8x+b,x<0
asinx +bcosx, x <m
C)f(x)={ . 9 ) ; d) fx)=193 x=0.
csin” x+x°, > )
x“4ax+b, x>0
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3.5 Regulile lui I'Hospital

Enunturi Exercitii si probleme pag. 229 manual

Exersare
E1. Sa se calculeze
3 2 3 2006
—3x+2 —4 +1 ~1
a)lim—————  b)lim~——  ¢) lim —> . dlim
x>l x<—1 =2 x7 =8 x>=1x“+4x+3 x=>1y -1
) x3=27 . X +sinx x +In(x +1) . sinx + 3sin 8x
e) lim ; Iim———; m— h) im——k——
=>3y2 —4x+3 x>0 x 2 4sinx x»0 xsinx x>0 sin 7x —sin2x
E2. Si se calculeze:
.2 .
1— 3 -
) lim sin” x . b) lim cos x; o) lim x smx;
x>0 x +sin2x x>0 1—cosx x>0 x3
. e —cosx , x —sinx o=+ D" x
d) lim —— ; €)lim 55 D) lim 5
=0 x“4x x>02e" —2—2x —x e, (x—=1)
E3. Si se calculeze:
o 23 4 4x 49 . 3x?—x+Inx In(sin2x)
a) lim — b) lim — -
x> x” 4+ 3x +16 x>0 )x " +x —Inx x:é’ In(sin x)
In(2x) In(1 +sin2x) _ In(x*+x+1D
d) lim ; — D lim———
x—>é) ctg(3x) x>0 In(l+sinx) x->00 X
x>
EA4. Sa se calculeze:
X
limxIn—; b) li — ) ctgx; limx 1 ;
a)xl_zl;x nx+1 )xl_flj’[l(x )ctgx c)xl_r):)(}x nx2+1
x>

1 1

d) limarcsin x Inx;

e) lim e *In X;

f) lim (x +2)e**2.

x=0 x=0 x=>—2
x>0 x>0 x>=2
pag. 230 manual

Teste de evaluare

Testul 1
1. Fie //R=>R, f(x)=x>+ax +1. Si se determine ¢ €RR pentru care tangenta la graficul
functiei f in punctul x, =1trece prin punctul M (2, 1).

2. Si se determine derivatele laterale ale functiei /R >R, f(x)=1x+1’ Y= in punctul
sinx, x<0

x,=0.

3. Sa se calculeze derivatele de ordinul doi pentru functia f, in cazurile:

a) /:1(0, +0) >R, f(x)=xIn(x+1); b) /:R=>R, f(x)=arctgx — In(x> +1).
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Testul 2

xsinx, x>0

1. Si se determine derivabilitatea functiei /:R - R, f(x) = { 5
a

e multimeaR.
X +a2—1, x<0p !

2. Si se calculeze derivatele functiilor /:D = R:

2_
a)f(x)=x—x+2; b) f(x) =xVx?+x+2.

x2+x+2

3. Si se calculeze:

CoAxi4x+1-1 . 2x+In(x +1)
a) lim ; b) lim————
=0 Nx+1-1

m .
x> 3x +In(2x +1)

Testul 3

2
. 1—cosx-cos2x-cos3x . e" —cosx
1. Si se calculeze: a)lim > ; b) lim——
x>0 X x>0 sin” x

2. Si se calculeze derivatele functiilor /:D = R:

1—x?

s 2x . —
a)f(x)—arcsml+x2, b) f(x)=In R

3. Sa se determine valorile parametrilor a, b,c € R pentru ¢ are functia f:D - R este de doua ori
derivabild pe D.

a)f(X)={

x3lnx+a, x>0

bcosx +1, x<0

a*—x—1, x<0
. b
bsinx+c¢, x>0

b)f(X)={
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Capitolul 4. Studiul functiilor cu ajutorul derivatelor

4.1 Rolul derivatei intai in studiul functiilor

Enunturi Exercitii si probleme pag. 239 manual

Exersare

E1. Sa se studieze daci se poate aplica teorema lui Lagrange functiilor:

a) f{-32] >R, f(r)=2¢* =3x; 1) /L e] >R, /(x) = Inx;

-1

o) fIL2] >R, f(x)= %; o) 710, 1] >R, f(x)=x|2x—1].
E2. Si se stabileascd intervalele de monotonie ale functiei f:D - R:
a) f(x)=x"—4x;  b)f(x)=3x-x> ¢ fx)=x"-8x"

d f)=xe; o f@)=xlhx; D )=x—Inx;

x—1 x? -1
g)f(x)—m, h)f(x)—xz_i_l'
E3. Si se determine punctele de extrem pentru functia f/:D = R:
*+4x -1
a) /() =% = 6x; b) ) =(x=De’s ¢ fer) ="
D=5 o) flx) = x—2aretgx: ) f(x) = s
x“+x+1 Inx

g f@) =@ —x+De™; h) f(x)=+x—1.

Sintezi

S1. Sa se determine constantele reale pentru care se poate aplica teorema lui Lagrange functiei f:
2

x“4ax, x<l1
a)f[—l,2]—>|R,f(x)= 5 5
Sx+bx,x>1
a+sinx, x<x
b) /10, 22] = R, f(x) ={

acosx +bx,x >m

S2. Sa se studieze monotonia functiei /:D - R si sd se determine punctele de extrem, in
cazurile:

2
Q) S =" b)) = xj‘+4; ¢) f(x) =xInx;

d) f(x)=xvx—1; e) f(x)=x—24Vx>+1; f) f(x)=Inx —%arctgx;
o) f(x)=xx>—3x; h) f(x) = ln(1+\/x2 +1);
D) ()= arctg(x +4/1—x2 ); j) /@) = arcsin. 2

+x

K
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S3. Si se determine valoarea parametrului m € R pentru care functia /:D - R este monotona
pe D.

a) f(x)=x"+mx; b) f(x)= (x> +m)e™;
) f(x)=2x>+5mx? +6x—1; d) f(x)=x*+x—mlnx.
S4. Si se determine m € R pentru care functia /:R - R,
F)=(x? +mx +1)e*
are doud puncte de extrem.

SS. Fie f:R\ {1, 2} =R, f(x)= % Sa se determine m € R pentru care functia f nu
x°—=3x+

admite puncte de extrem.
2

+2bx +5
S6. Fie f:R\ {a} >R, f(x)= T TETY Sa se determine a,b €R pentru care functia f

X—a
admite puncte de extrem punctele x =—1six =3
S7. Se di functia f:R =R, f(x)=mx> +nx? + p(x +1). S se determine m,n, p € R pentru
care punctul A(L,1) este punct de extrem al functiei, iar tangenta la graficul functiei f'in punctul
B(0, p) formeaza cu axa Ox un unghi cu masura de 45°.

2
+ax +b
S8. Se consideri functia /:R\ {p} = R, f(x) = %. Sa se studieze monotonia functiei
¥ —

f'si sd se determine punctele de extrem, stiind ca dreptele x =1si y = x + 4 sunt asimptote ale
functiei 1.

S9. Si se determine dreptunghiul de perimetru maxim inscris intr-un cerc dat.
S10. Dintre toate dreptunghiurile care au aceeasi arie, si se determine cel de perimetru minim.

S11. Un triunghi isoscel cu perimetrul 3P se roteste in jurul bazei. Si se determine triunghiul
care genereazd un corp de volum maxim.

S12. Se considera functia f:(0, ©) = R, f(x) = Inx si intervalele:
I, =[n, n+1], nEN
a) Sa se arate cd functiei /1 se poate aplica teorema lui Lagrange pe intervalul 7 ,.
b) Sd se aplice teorema lui Lagrange functiei f pe intervalul /,. Dacd c, €1, are
proprietatea ca f'(c,) = f(n+1)— f(n), sa se determine c,,.
c¢) Sa se arate ca pentru orice n € N are loc inegalitatea

1 1
—<In(rn+1)—lnn<—
n n

+1

d) Si se demonstreze ca pentru oricare n €N" are loc:
1 1 1 1
~+—+—-+.+—>Inn
1 2 3 n
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4.2. Rolul derivatei a doua in studiul functiilor

Enunturi Exercitii si probleme pag. 246 manual

Exersare

E1. Sa se determine intervalele de convexitate si de concavitate pentru functiile /:D - R:

a) f(x)=x?—3x; b) f(x)=—3x%+6x—11;
¢) f(x)=x>—12x; d) f(x)=3x?—2x7;
X X
©) f(¥) =3 f)f(x)=x2+4,
9 f)=——; h) f)=x%e™;
x~+1
3
i) fG)=xInx; D) S = arctgx+%.
E2. Si se determine punctele de inflexiune pentru functiile /:D - R:
a) f(x)=x"—1; b) f(x)=x* —4x?;
¢) f(x)=(* +De™; I /@)=
&) f(x) =In(x*+1); 0 f(r)=xe™;
g f(x)= arctg%; h) f(x) =sin 2x.

E3. Si se determine intervalele de convexitate, de concavitate si punctele de inflexiune pentru
f:D—->R:

x2—3x+2, x<l x3+x+1, x<0
a) f) =1 L b) S0 = X ;
2x" =5x+3,x>1 x+Inx*+1),x>0
xe , x<0
Q) f)=1"
x“+x,x>0

Sintezd

S1. Si se determine intervalele de monotonie, convexitate si concavitate pentru functiile
f:D—->R:

4x —x?
x+2

d) f(x)=x++x*+1; e) f(x)=(x*—x+2)e"; ) f(x)=x"Inx.

; ¢) f(x)=x—arcsinx;

a) f(x)=x*—4x+1; b) fx)=

S2. Se consideri functia /1R =R, f(x) = (x> +ax + b)e".

a) Sa se determine a, b € R stiind ca x =1 este punct de extrem, iar x = —2, este punct de
inflexiune pentru functia f.

b) Pentru valorile lui @, b gasite, sd se determine intervalele de monotonie, convexitate,
concavitate si punctele de extrem si de inflexiune ale functiei f.
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S3. Sid se determine punctele de extrem si de inflexiune ale functiei f:R >R,
F(x)=x>+ax>+85x —2, stiind ca f"(-3) = 0.
S4. Se considera functia /:R - R, f(x) = ax + barctgx.

a) Sa se determine @, b ER stiind ca f'(1) =251 f"(—1)=1.

b) Pentru valorile lui a si b gasite, determinati intervalele de monotonie, convexitate si
concavitate si punctele de inflexiune ale functiei f.

S5.Fie fiR=>R, f(x)=—5—, a € (0, +).
x“+a

a) Sa se determine « stiind cd ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de inflexiune
cu abscisa pozitiva este x +24y — 9 = 0.

b) Pentrua = \/g, sa se studieze monotonia functiei, intervalele de convexitate-concavitate si sa
se afle punctele de extrem si de inflexiune ale functiei.
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4.3. Reprezentarea grafica a functiilor

Enunturi Exercitii si probleme pag. 255 manual

Exersare

E1. Sa se reprezinte grafic functiile /:D - R:
a) f(x)=x>=3x% b) f(x)=8—x7; ¢) f(x)=—2x>+3x%;
d) fx)=x>=5x% ) f(x)=x*=5x>+4 O f(x)=2x>=3x2+5;
9 f@)=16—x* b fx)=x"=2x"+1 i) f(x)=-1>+1);
D@ =x>1=-x); k@) =0-x) ’x ) fx)=x-Dx+2)%

E2. Sa se reprezinte grafic functiile /:D - R:

x—1 1—x X
a)f(X)—m, b)f(X)=E, C)f(36)=x2+1;
x? X x3
d)f(X)—x2+1, e)f(X)—xz_l, f)f(X)—xz_l,
x? =1 x3
R )

E3. Si se reprezinte graficul functiei /:D - R:
a) £(x) =xx; b) () =Vx?+1; o) fx)=Vx?-1;
d) f(x)=xe"; e) fx)=x7e"; f) f(x)=xInx;

@) f(x)=In(x*+1); h) f(x)=Inx*-1); i) f(x)=x"Inx;
D) =2arctgx; K fe)=v—lnx; ) @)=k

X

Sinteza
S1. Sa se reprezinte grafic functia /:D = R:
a) f(x)=x|x|; b) f(x)=x|x—1];
2
x°, x<l xe”, x<0
o) fx)=y_, ; d) f(x)= ;
2x° =1L x>1 xInx—1, x>0
%/; x<0
¢) fx)=1"" P D) =[x (G,
{1—\/x+1,x>0 I
L x? +ax
S2. Se considerd f:R\ {1} =R, f(x)= | ,aER.
X —

Sa se reprezinte graficul functiei f'stiind ca are asimptota y = x —1.

x2+ax

S3. Sa se reprezinta graficul functiei /:R\ {— 1} =R, f(x)= ,stiind cd are un extrem

inx =-3.
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x?—4x+3

ax +3
a) Sa se determine ¢ € R pentru care functia are o asimptota paralela cu a doua bisectoare.
b) Sa se determine a € R pentru care functia are un punct de extrem situat pe axa Oy.

c) Pentru a = —4, sa se reprezinte grafic functia f.
3

S5.Fie f:R->R, f(x) = % +x —sin x . Sa se reprezinte grafic functia f”.

S4. Se considerd functia f:D =R, f(x) =

xX+ta
b’

Sa se reprezinte grafic functia f'stiind ca tangenta in origine

S6.Fic f:R—>R, f(x)= =
este prima bisectoare.
ax? +2

-1
a) Pentru care a €RR, graficul functiei este tangent dreptei y +2x =107
b) S se traseze graficul functiei fpentru a =1.

S7. Se considerd f:D >R, f(x) =

pag. 256 manual

Teste de evaluare
Testul 1

1. Sa se studieze monotonia functiei f:R =R, f(x) = ,stilnd ca f'(1) = 0.

a
x2 +x+1
2. Sa considerd functia f:R =R, f(x)=In(x* +4x +m).

a) Sa se determine m € R pentru care functia este definita pe R.

b) Pentru ce valori ale lui m €R, punctul 4(—2, 0) este punct de extrem al graficului
functiei f.

c¢) Pentru m =9, sd se studieze monotonia functiei fsi sa se afle punctele de extrem ale
acesteia.
3. Studiati convexitatea si concavitatea functiei

/' R=R, f(x)=arctgx —In (x> +1).
Testul 2

1. Fie //R=R, f(x)=x".

a) Sa se arate ca f este derivabila pe R.
b) Sa se arate ca f(0) = 0. Este x = 0 un punct de extrem al functiei f?

2
2. Fie /'R >R, f(x) = arcsin al >
I+x

a) Sa se studieze derivabilitatea functiei f-
b) Sa se precizeze extremele functiei f.
c) Sd se arate cd semitangentele laterale in punctul x =1 sunt perpendiculare.

2
3. Fie f3R\ {— 1} =R, f(x)= % Sa se determine punctele In care tangenta la graficul
X

functiei este paralela cu prima bisectoare.
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Testul 3

1. Se considerd functia ;R >R, f(x) = {xz +a, x<2 )
ax+b,x >2
a) Sa se determine a, b € R pentru care f este continua pe R.
b) Exista valori ale lui a pentru care f'este derivabila pe R?
¢)Daca f(1) =5si f'(3) = 4+ b, si se traseze graficul functiei g:R = R,g(x) = f(x* +1).
2x

2. Fie /[0, +®) =R, f(x) = In(1+x) = ——.

a) Sa se calculeze f'(x), x € [0, +).

b) Sa se studieze monotonia functiei f.

2
c) Sd se arate cd In (1+x)>%, Vx €[0, +).
X

3. Se dau functiile /:D;, =R, g:D, =R, f(x)=+x—2,gkx)=¢" (x? +x—6).
a)Saseafle D, s1D,.
b) Sa se studieze derivabilitatea functiilor f'si g si sa se calculeze f”sig’.

c) Sa se calculeze lim g(x) .
2

Testul 4

3

1. Se consideri functia f:[O, +») >R, f(x)=arctgx —x +%.

a) Sa se calculeze f"si f”.
b) Sa se studieze monotonia functiei f.

X
c) Sa se arate ca arctgx=x BER x €[o, +00).

2. Si se reprezinte grafic functia /'R = R, f(x) =vx? +1 —%.

—X
2

3. Fie f:'R\{0} >R, f(x) = siM (a, f(a)) €G;,a €ER\H0,2, 3} Notdm cu N punctul

1
x

in care tangenta la grafic in punctul M intersecteaza din nou graficul functiei. Sd se determine

valorile parametrului a pentru care coeficientul unghiular al tangentei la grafic in punctul N este

egal cu 3.
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Probleme recaBitulative

1. Sa se determine limitele de functii:
x20—2x10+1_ \/x+1—\/§'

a) lim————; b) lim———+;
=l (x—1)? =1x+2-43
sinx +sin2x+..4sin nx . arcsin(8x)
¢) lim ; d) lim————;
x>0 tgx +1tg2x +..+tgnx x>0 sin (2x)
. 1—cosx cos2x .2 +3 44 =3
e) lim 5 ; lim
x>0 X =0 5467 =2
[x ++/x +1In? x]
2. Fie L = lim . Atunci:
x—>00 3x +1

1
a)L=3; b)L=0; c)L=In2 d)L=§; e)L =1.

3. S se determine a, b € R pentru care lim(\/x2 —x+1—ax— b) =0.

X—=>00

Facultatea de Chimie Constanta, 1997

acosx +bcos2x +c¢ —1

4. Si se determine a, b, ¢ €R pentru care lim 2

x>0 X
5. Sa se studieze continuitatea functiilor /:D = R:

!
a)f(x)={5x2_3’x<1; b) £(x) = xsm;, x<0;
a=x, x>1 a+1n(x+1), x>0
x? +ax+b, x<1
c) f(x)=92x +a, x e ?2).
x3—ax +2, x=2
6. Sa se studieze continuitatea functiei /:R - R,

ate’, x<0

JE)=VVx+4-b N
I

>0
Universitatea Pitesti, 1995

7. Sa se determine parametrii reali a, b, ¢ pentru care functia f:R - R,

e, x<0 -
este continua si limM eR.
X

ax’+bx+c,x>0 x>0

Universitatea Politehnicd Bucuresti, 2004

f(X)={

8. Si se determine a, b, ¢ €ER, pentru care functia /:R - R,

o <0
fx)= ae ’ * este derivabild pe R.
—2sinx +bcosdx, x>0
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9. Se considera functia /3R \ {— 1, 1} >R, f(x)= max{L, L}
x—1 x+1

a) Sd se expliciteze f(x).
b) Sa se studieze continuitatea si derivabilitatea functiei /.

ax? —3x +1, x E[—l, O)

xX+bx—c, x E[O,l]

a) Sa se determine a, b, c € R, pentru care functia este derivabila pe (—1, 1) si

JED=70).

b) Perntru valorile gésite, sa se studieze derivabilitatea functiei

g:[_lo 1]->|R,g()€)=f( 2x2)'
1+x

10. Fie f{-1,1] > R, f(x) ={

11. Se considerd f:(—1, ) >R, f(x)= %—m (x +1)si
X
F:(=1,0)U (0, +») >R,

c+bx+aln(x+1)

X

Fx)=
Daca linaF(x) =1six’F'(x) = f(x), Vx €(=1, 0)U (0, + ), iar & = F (2), atunci:

a)a=ln\/§; b)a=2; c)a=ln6; da=1; e)a=2In2.
ASE Bucuresti, 2001

2x—\/x2m2 +mx+1, x<l1

Jx—1 +|m|\/;, x>1

Daca 4 = {m E€R| f este continud pe R} si o = Emz , atunci:
meA

34 25 58 81
a)a =1, b)a=g; c)a=Z; d)a=3; e)a=—.

12. Fief:lR—>|R,f(x)={

13. Se considerd functia ;R >R, f(x) = (— 1)[x](x + a[§]+ b)+ 3,unde a, b ER.
Daca
A= {(a, b) ER X IR| f este periodica de perioada 2 si este continud in x = 1} , lar

S= 2 (a+b), atunci:
(a,b)EA

a)§=2; b)S=-1;, ¢)5=0; d)S=-3; ¢e)5S=4.
ASE Bucuresti, 2002

14. Se considera functia /0, 2] = R,
DX, X E[O, 1)
f(x)=m, x =1
x3 +q, x E(l, 2]
si multimea 4 ={(p, m, 9) ERXR XR|  este derivabili pe (0, 2)}.
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Daca S = E(p +m+ q), atunci:
(pmyg)EA
a)S=7 bS=—-1 ¢)5=0, d)S5S=10; e)S=8.
ASE Bucuregsti, 1998
15. Sa se determine asimptotele functiei f:D - R:

2_ p—

a)f(x>=%_|xl2|; b) £ () =x +x* —1;
x3—3|x—2|

) S ="

6x —x> +4lnx =2

2x '
a) Sa se calculeze limitele functiei /in punctele x, = 0six, = +oo.
b) Sa se determine asimptota oblicd a functiei f'la + o.

c) Sa se afle punctele in care tangenta la grafic este paraleld cu asimptota oblicd a functiei.
Bacalaureat, 1997

16. Se considerd functia f:(0, +») = R, f(x) =

41
17. Fie /:(0, + ) - R, f(x)=2—x— ﬂ. Sa se determine coordonatele punctului in care
X

tangenta la graficul functiei este paraleld cu asimptota oblica a functiei.

2x%+ax+b
x+1
a) Sa se afle parametrii a, b € R pentru care dreapta y = 2x + 3 este asimptota a functiei.

b) Pentru a =5, sd se determine b astfel Incat functia f sd admita asimptota verticala.
Facultatea de Stiinte Economice Timisoara, 1995

18. Fie /:D >R, f(x)=

19. Pentru ce valori ale lui m €R, functia /:R - R,

f@)=Yx2+m-2)x +2—-m

are domeniul de derivabilitate R ?
Universitatea Politehnicd Bucuregsti, 1990

20. Se consideri functia f;R\{-1,1} >R,
1+ ax
f@)= e’

e Y, a€ER.
a) Sa se calculeze lim x2 /(x).

X—=>—00

b) Pentru care valori ale lui a exista egalitatea 3/'(0)— f(0) =11?
x+2)P +(x-2)>
x+2)P —(x-2)>

1—x

21. Fie f{R->R, f(x) = $iT=f'(=2)+ f'(0)+ f'(2). Atunci:

1 33 3 22
I'=—; bT=—; r=1, dT=—; I=—.
OT=0: BIT="3 or=k OT=3 oT=7

ASE Bucuresti, 2000

152



In(I—-x), x<0
ax? +bx+c, x>0
care functia f'este de doua ori derivabild pe R.

.Sa se determine valorile lui a, b, ¢ €R pentru

22. Fief:lR—>|R,f(x)={

ASE Bucuregti, 1990

23. Pentru ce valori ale parametrilor a, b, ¢ €ER, functia /'R - R,

x3 +ax? +bx +c, x<1
arctg(x —1), x>1

f(X)={

este de doua ori derivabild pe R.
ASE Bucuresti, 1994

24. Se considera functia /:R = R, f(x) =|x —[sinx.

a) Sa se arate ca functia feste derivabild in x = .

b) Functia f'este de doud ori derivabild in x =77 ?
25. Fie ffR—=> (1, + ), f(x)=4" +2" +1.

a) Sa se arate ca feste functie inversabila.

b) Sa se determine f_1 si (f_l)l 3).

Universitatea Politehnicd Bucuresti, 1987

1
26. Fie /;R\1—2,—1, 07y = R, = .
fe iR\ RO = T
a) Sa se arate cd exista numerele a, b, ¢ € R pentru care:
a b c
=—+—x :
/() x x+1 x+2

b) Sd se calculeze S = f"(1)+ f"(2) +.+/"(10).

. sinx —tgx
27. Si se calculeze hmz—g
>0 x“tgx

ASE Bucuresti, 1990

X ___sinx

. e
28. Si se calculeze lim —,
x>0 X —sinx

Universitatea Politehnicd Bucuresti, 1990

. XCOSX —sinx . .
hm—n (S R}.Daca m= Zn, atunci:

x>0 X neM

29, FieM = {n EeN

aym=3;, bym=6; cym=4; dym=15; e)ym=10.
ASE Bucuregsti, 2000

30. Se considerd functia f[—1, +») =R,

F) = +5—4vx +1 +x +10—6Jx +1.
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Daci B ={x, € (~ 1, +)| fnueste derivabiliinx, f5iS= > (f;(b)— £1(b))’, atunci:

bEB
1 13 1 11 3
S=—; b)S=—"; S=—;  d)S=—; §=2.

ASE Bucuregsti, 1998

31. Se considera functia f,:R - R,

fa(x)=3J4(ex —x =) =x*4+(a=3)x%, a €ER.

Dacd 4 = {a S |R| ., este derivabild in x = 0}, atunci:

a)AC(—3,—l); b)AC(—l,é); c)AC(é,S);
2 2°2 2

9 13
d)AC(E’E)’ e) A C(7,15).

ASE Bucuresti, 2000

32. Se consideri functia f:R >R, f(x)=xx —d—|x —§

,a, bER.

Fie 4 =9 (a, b) ER X R|f este derivabili pe R} si § = E(az +b?%), atunci:
(a,b)EA
a)S=13; b)S=26;, ¢)S=17, d)S=5; e)S=4.
ASE Bucuresti, 2001

xe*, x<I

33. Fie functia /R >R, f(x) = .
ax+b, x >1
10

Daca f'este derivabila pe Rsi 4 = 2 f'(k), atunci:
k=1

a) A=20¢; b)A=0; ¢c)A=100¢; d)A=1le; e)Ad=e.

34. Si se determine numdrul de elemente ale multimii:

CoxM—2x"—qa
lim—————

A=7a €ER 5
=1 (x=1)

vkl

In(+x>)—In>1+x)

35. Fiea=1lim 5

x>0 X

. Atunci:

5 5 6 3
a)a=5; b)a=g; c)a=76; d)a=§; e)a=5.
ASE Bucuresti, 2001

In(x?+e")

36. Si se calculeze lim ™ )

o ln(x? +e
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ax’ +bx +2

37. Fie f:-R\ {1} = R, f(x) = -

a) Sa se determine a, b, ¢ € R pentru care functia admite asimptota y = x +2.
b) Sd se reprezinte graficul functiei fpentrua=1si b =1.
c) Pentru a = b =1, sd se determine aria triunghiului determinat de axa Ox si asimptotele
functiei 1.
2
38. Se considera functia R\ {1, 2} >R, f(x)= ————.
x=D(x=2)

a) Sa se traseze graficul functiei f.
A N X . . .
b) S& se determine 1n ce raport imparte dreapta y = 5 aria patrulaterului determinat de axa
Ox si asimptotele functiei f.

39. Si se demonstreze ci pentru oricare m €R, functia f:R—>R, f(x)=(x*+mx)e ™,
admite un maxim si un minim local.

40. Se considera functia f:D - R,

fx)=ax +Vbx* +cx +1, a, b, c €(0, + ).

a) Sd se determine a, b, ¢ stiind cd functia admite o asimptotd oblicd la + o paraleld cu
dreapta y = 4x + 5, iar cdtre — o0 0 asimptotd orizontald y = —1.
b) Sa se construiascd graficul functiei pentru valorile lui @, b, ¢ determinate.

2
+
41. Se da functia f:D > R, f(x) =
bx +2
a) Sa se determine a, b € R pentru care extremele functiei se obtin pentrux = —8six = 4.

b) Pentru valorile lui a, b determinate, sa se reprezinte graficul functiei f.

m(x +1)°
xZ4+x+m
a) Pentru ce valori ale lui m functia admite doud asimptote paralele cu axa Oy?
b) Pentru ce valori ale lui m functia este monotona pe R ?

c) Pentru m =1, sd se reprezinte graficul functiei f.

d) Fie 4, B punctele in care graficul functiei f, pentru m =1, intersecteazd axele de
coordonate. In ce puncte graficul functiei admite tangente paralele cu dreapta 4B?

42. Fie f:D >R, f(x) = ,mER".
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REZOLVARI

Partea a II-a. Elemente de analiza matematica

Capitolul I. Limite de functii
1.1. Multimi de puncte pe dreapta reala

Exersare

E1. Solutie:

Multimile de minoranti $i majoranti sunt respectiv:
a)m=(—OO,—3],M=[5, +°°)a b)mz(_ooa_z]aMz [3,4—00)’
C)mz(_wa_5]9M=[4a +°°)a d)m=(—00,—2]’M= [59 +OO)’
e)m=(—o0, 1], M=]11, +), f) m=(—o0, —1], M =[3, +).
E2. Solutie:

Mai intéi se rezolva ecuatiile si inecuatiile de gradul 2, cu radicali, cu modul, exponentiale si
logaritmice.

a)x —3x=0=x(x-3)=0=xe {0,3}.

Asadar 4 = {0, 3} si avem: m = (—o0, 0], M = [3, +).

b) Alcatuim tabelul de semn pentru f{x) = x* — 3x.

X —00 0 3 + oo
¥ =3x |[+++++0-————— 0+++++
Se obtine x € [0, 3], deci 4 =[O0, 3].
Rezultd m = (—o0, 0] 51 M = [3, + ).

c¢) Conditii impuse: x — 3 = 0, deci domeniul de lucru este D = [3, + ).
Prin ridicare la patrat obtinem succesiv

Vx-3<2=>x-3<4=x<7= x€ (-, 7].
Asadar 4 = (o0, 7) N D =[3, 7] si se obtine: m = (—o, 3], M =[7, +).

d) Folosim proprietatea modulului: |[E(x)| < M & -M < E(x) < M .
Se obtine succesiv:
|x-3|<le-1<x-3<le2<x<4.
Rezultd cax [2, 4], 4 =2, 4], iar m = (-, 2], M = [4, +o0).
e) Avem succesiv
x=3 x=3 25 x=3 1
Asadar x € (—o0, 1]1ar 4 = (0, +o) N (=00, 1] = (0, 1].
Rezulta ca: m = (—o0, 0], M =1, +0).

o272 x-3<-2x<1.

_125 _1_1 _3 - _1
f) Deoarece 0,125——1000—8—23 27, 1ar 0,25 )
2

234 <2<’ 3< <2 o

=27 se obtine:
<x<-1.

-3 _ oo 3 —[_
AsadarA—[ > 1],m ( , 2],M [1, +00).
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g) Conditi: x—1>0=>x>1=D=(1,+ o).
Folosim proprietatea log,E(x) < b, a > 1 = E(x) < d".
Se obtine succesiv:
logxx—1)<2=>x-1<2=x<35,

Asadar 4 = (-, 5) N D=(1,5),iar m= (-, 1], M =[5, + ).
x—1>0

3x>0
Se obtine domeniul de existentd: D = (1, +o0) N (=%, 3) =(1, 3).

h) Conditii de existentd pentru logaritmi: {

Folosim formula de schimbare a bazei pentru logaritmi log, N = llojg—b];] .
b
Se obtine succesiv:
log,(3—
m&@—nsm&@—@am&u—nsﬁ%Lfﬁa
25}

& log,(x—1) < Slog,(3— x)  log, (v~ 1) < log, V3=
Din monotonia logaritmilor rezultd ca x—1<+3—x.
Cum x — 1> 0, prin ridicare la patrat avem (x—1 <3-x=>x"-2x+1<3-x=x"-x-2<0.
Tabelul de semn pentru f{x) = x> — x — 2 este:

x —00 -1 2 + oo
Xox=2 | ++F++0————— 0+++++

Solutia inecuatiei este x € [—1, 2].
Rezulta 4 =[-1,2] N (1, 3)=(1, 2], iar m = (-, 1], M =[2, +).

E3. Solutie:
a) Avem ci —1 < sinx < 1, Vx € R, deci 4 = [-1, 1], care este interval marginit.

b) Avem: -2~ _2nt2-2 200D 2 _, 2 <2, deci M = 2 este un majorant pentru

n+l  n+l n+l n+l 7 n+l
multimea 4. Deoarece ne Nﬁ% >0, Vn € N deci m = 0 este un minorant pentru A.
Asadar 4 este multime marginita.
C) m_\/ﬁ:(vn+l—\/;)(vn+l+\/5): n+l—-n _ 1 )
Jn+1++/n Jn+l1+n ~In+1+n

Asadar O<+<l,deciA (0, 1).

; Jn+1++/n ©.1)
d) Deoarece %e N, rezultd cd n + 1 este divizor pozitiv pentru 48.

Dar Dyg = {+1, £2, +3, +4, +6, +8, +12, +16, £24, +48}.

Rezultaica n+1€ {1,2,3,4,6,8, 12, 16, 24, 48} si astfel
ne {0,1,2,3,5,7,11, 15,23,47}.

Asadar4=1{0,1,2,3,5,7, 11, 15, 23,47} — [0, 47].

¢) Deoarece ¥’ 2 0= +1>1=0< 21 <1=0< 22 <2,deci4 [0, 2].
x +1 x +1
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f) Fie y= %l-l-l € A . Rezultd, dupa aducerea la acelasi numitor: yx* + (y— )x +y—1=0.
X X

Ecuatia are solutie daci A = 0. Se obtine A = (y— 1> —4y(y— 1) = (y— 1)(-3y - 1).

Solutiile inecuatiei A = 0 sunt ye [—%, 1] . Asadar 4 =[—%, 1].

E4. Solutie:
a) Avem: |x|<3 & -3<x<3.Asadarxe [-3,3]=4.

b) Avem: [x-1|<2& 2<x-1<2&-1<x<3.Asadarx € [-],3] =4.

x—2,dacax-2=20

—x+2,daca x—2<0

x—2,daca x =2

c) Avem: |x—2|={ —x+2,daci x<2'

. Rezulta ca |x-2| :{

« Pentru x > 2, inecuatia [x—2|>1 se scrie x —2 > 1 cu solutia x > 3, deci x € [3, +).
* Pentru x < 2, inecuatia |x—2|>1 se scrie —x +2 >
Rezultd cd [x-2|>1 & xe (=0, JU[3, + )= 4.

1 siare solutiax < 1, deci x € (—o0, 1].

1

d) Avem succesiv: 1<l l-1<0s 12X <9,
X X X

Alcatuim tabelul de semn pentru f(x) = I_Tx .

X —00 0 1 +
1l —x +++++0+++++0——————
X | === O+++++++++++
flx)y |—-————- |+ ++++0—————

Se obtine cd x € (—o0, 0) U [1, +0) = 4.

e) Tabelul de semn pentru f(x)= 32_14 este
x_
X —00 -2 1 2 +00
x-1 |-——————————= O++++++++++
-4 |0 ————————— O++++++
fx) |————- |+++++ 0——— |++++++

Se obtine: x € (-2, 11U (2, +) = 4.

2 2
Avemeci: X "4 <jeX =4 <o
H =9 =9 X -

Se obtine ca x € (-3, 3) = 4.

<0 x*-9<0.

g) Deoarece 0,25 = 2 obtinem ci:
2x+1 < 24)6 . 272(x+1) P 2x+1 < 24x-2x-2 P 2x+l < 22X*2 C>X+ 1 < 2x_2 = 3 < X.
Asadar, x € [3, +o0)=A4.
h) Conditiile de existentd pentru radical: x — 3 = 0.

Deoarece /x—3 >0 = cad x—3>+/x—3 >0 deci domeniul de existenta este x € [3, +).

Prin ridicare la patrat se obtine:
(x—3) < (x—3)*saux’—7x + 12 > 0, cu solutia x € (—o, 3] U [4, +).
Asadar, 4 = {(-o, 3] U[4, +0)) N [3, +o) =[4, +o0) U {3}.
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ES. Solutie:

Vecinatati pentru xo = 0 sunt: V;, V4, Vg, iar vecinatati pentru x = —1 sunt: Vi, Vg, V.
b) V, nu este vecinatate pentru xo $i x; deoarece nu contine aceste puncte.
c)0g Vi, —1¢ V.
d)—-1¢ Vg,
e)—1 ¢ N, iar 0 nu apartine unui interval inclus in N.
e), f) Z si Q nu contine intervale deschise care s contina pe 0 si —1.
1)0¢ V.

E6. Solutie:
O multime V c R este vecinatate pentru +oo, daca existd a € R, astfel incat V = (a, +o0).

Vecinatati ale lui +o sunt. Vi, Va,, V3, Vo.

E7. Solutie:

a)A' =0, 3], d)yA'=[-2,2]U]J3, 5],
b) A" =, deoarece A este multime finita; e)A' = {+oo},
c) A" = (=%, 3] U {-oo} =[-, 3], f)4"=[1,2].

Numadrul x = 5 este punct izolat al multimii 4.

ES8. Solutie:
a), b) Multimea 4 este interval nemarginit.

¢) Multimea A este nemarginita si superior si inferior deoarece contine toate numerele pare
pozitive si numerele impare negative.

d) A = (1, +). Intr-adevir daci y € 4, atunci rezulti ci existi x € (0, 1) cu y :% .
Dar, atunci x=l<(0, 1) 0<l<t.
y y

Rezultd cay > 0si %< 1. Cum y este pozitiv, rezulta cad din é<1 se obtine y > 1.

Asadary € (1, +o) = 4.

e) Inecuatia [x—1| > 2 conduce lax—1 > 2 sau—x + 1 > 2, deci x E[3, +®) au x E (-0, —1].
Asadar x € (o0, —1]U [3, +0) = 4.

2V =1 ar din conditia

f) Fie y € A. Atunci existd x € (2, +®) cu y= x-1 ge obtine cd x= 5o

x—2

2y _11 > 2, inecuatie cu solutia y € (1, +). Asadar 4 = (1, + ).

x> 2 rezulta ca

x—1
-2

Deoarece *—L-X=2+1_;, 1 iy 2>0rezultica >1, Vxe (2, +0) etc.
x—-2 x-2 x—2

=

g)A=1{0,7,14, ..} = {7n | n€ N}. Daca M € R ar fi un majorant pentru 4, atunci 7n < M,

M
7 B

absurd. Asadar 4 este nemarginita superior.

Vn e N, sau n<

M
7 2

Vne N, ceea ce ar insemna cd multimea N ar fi marginita superior de
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1.4. Calculul limitelor de functii

Exersare
E1. Solutie:
a) 3; b) 125; c) 3; d)¢=2-2+1=5;

e) (=—T+1=0, f)r=3-1"-1+2=4; g) (=5+1=126, h) /¢ =In3.

E2. Solutie:
a) ( =(1+1)7+1=5, b) £ = o0 + 0% =+ oo, ¢) £ =(—0)* =3 =+,
d)£:3-oo+l+002=+oo, e)£:—7-002:—oo, ) r=V9=3,

g) £ =logs(0-) =—0, h) £ =logs(0:) = +oo.

E3. Solutie:
Aplicam proprietdti ale logaritmilor.

a) (= limx=1; b) /= 1in3(x2 +)=1;¢) (= lim(xlog,2) = 5log, 2.
1

3)=—oo-(—1)=+oo.

d) /= lim x-log3(

EA4. Solutie:

Functia f'are limita in xo € D' daca limitele laterale f{xo — 0) si f{xo + 0) exista si sunt egale.
Af(l1-0)=2-1"+3=5A1+0)=5-1-1=4,2-0)=A2+0)=5-2—-1=09.
Functia fnu are limitd in xo = 1, iar In xo = 2 limita este | = 9.

b) Avem: lim 7 (x) =lim(x +3) =3, lim f(x)= lim (4) = +eo .
xX— ))f;()) X—>+oo X—>+oo
De asemenea, f(1-0)= lim(x+3)=4, f(1+0)=lim4" =4.
x o1

Asadar fare limita in xo € {0, 1, +o}.

Sinteza

S1. Solutie:
a)Avem: 6=a-1+3 =>a=4,

b)5+6a-3=23=a=1;
Q)a*+2a-3=5=a"+2a-8=0=a€ {2,-4};

d) Va=3=>a=9;
e)a*+3a+1l=a+14=>d*+2a-3=0=a€ {-3,1];
f) da+1=3=>a+1=27=>0a=26;

g) va—1=a—1. Conditia de existentia — 1 > 0 decia = 1.
Se obtine a — 1 = (a — 1)* cu solutiaa € {1, 2};

h) 2 =162 =2 > d*=4=>aec {-2,2}.
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S2. Solutie:

a) Pe multimea (0, %) U (%, 1) functia f'are limite.

Studiem existenta limitei functiei f'in x, :%.
. .1 . 1 : 1 . 1
Rezulta ca: f(E—O) = E_I)I%llogzx =log, (E) =—1,1ar f(§+0)=£§r§(2x—2) = 2-5—2 =-1.

Asadar fare limita si In x, = %
b) Pentru xo € (0, 1) U (1, 2) fare limita.

Avem: f(I=0)=1im2"=2, f(1+0)=limlog, x=log,1=0.

Asadar fnu are limita in xo = 1.

Punctul xo = 3 este punct izolat pentru domeniul de definitie i in el nu se pune problema
existentei limitei.

S3. Solutie:

a) Avem: f(1—0)=1in?[ax2 +(@a+2x]=a+a+2=2a+2 si f(l+0)=lin11€/;=1.
Din egalitatea f{1 — 0) = f(1 + 0) se obtine cd 2a +2 =1 deci a= —%.

b) Avem: f(1-0) =1in11[(x+a)2 +(x=1]=(a+1) si f1+0) =lim(x—1+a)(x+4-a)=a-(5-a).

Din egalitatea f{1 — 0) = f{1 + 0) se obtine ecuatia (a + 1)’=a(5—-a)sau2d’-3a+1=0cu

solutia ae %, 1}.

c) Avem: f(2—-0)= lxig(ax +b)=2a+hb,
f2+0)= £i£12110g2 x=1,
f(4-0)= lxigllogzx =log,4=2,"
f(@+0)=lim(ax’ +bx+6)=16a+4b+6.
Din egalitatile 2 — 0) = f(2 + 0) si (4 — 0) = f(4 + 0) rezulta sistemul de ecuatii
{Za +b=1

cusolutiaa=-1, b = 3;
16a+4b+6=2 ’

d) Avem: f{1 —0)=2% {1 +0)=4", 3 — 0) = 4", A3 + 0) = 8“2,
=4 {a =2b
u

cusolutiaa=-3, b= -3,
6b=9a+2) 2

Rezulta sistemul de ecuatii: {43 ) _ gl sa

S4. Solutie:

a) f(-1-0)=|-1|=1, f(-1+0)=|-1, £(0-0)=0=£(0+0), f(1-0)=|1|=1=f(1+0).
Asadar fare limite Tn xo € {-1, 0, 1};

b) A0—0)=3=£0+0),A3-0)=0=A3+0),A4—0)=1=£4+0);
DA-5-0)=8-5=3=A-5+0), A3-0)=3=A3+0),A5-0)=7=A5+0);
¢) Avem: lim f(x) = 1133|x2—1|=o, lim f(x)=li£111|x2—1|=0,

f(2—0)=lirr21|x2—1|=3, f(2+0)=1@n21\/x7+1=3.

161



1.4.3. Limitele functiilor trigonometrice

Exersare
E1. Solutie:
Se obtine:

ol —cos T =N3 T2 (n)_ x_3
a) ( sin‘e =7, b) (= cos’¢ 2,C)E—sm 1= d) /=cos 6)=C0se ="
e) =sink=0, f)l=cosm=—1, g) /=sin2x=0, h) ¢/ =cos(—m)=cosmt=—1.
E2. Solutie:
a)f—tg3 3, b/ tg( 3) tg3 V3, o)/ tg( 4) tgy 1;

d) (=—o; e) (=tgr=0, f)£=ctg%=0;

g)€=ctg(—%)=—ctg%=—l; h)€=ctg(37ﬂ)=0; ) (=—0; j) L=+,

E3. Solutie:
aresinf—L) = — 7z, _ N3
a) (= arcsm( 5 arcsm( ) G d) /= arcsm( > )
_ 1 _m_2m, _ 2
b) /= arccos( 2) arccos(z) T-3=3 e) E—arccos( 5 )
ool Bl B)ea-e 0wl
c) L= arccos( 5 JT — arccos T—6=% f) ¢ =arcsin 5
E4. Solutie:
a) (= arctg (ﬁ) =Z. d) ¢ =arcctg (—ﬁ) = g — arcctg (ﬁ) =
3 6 3 3
b) ¢ =arcctg (%) = % ; e) (=arctg(—/3)=—%

c) L= arctg(—%) = —arctg (TZ’) =_2. f) ¢ =arctg(\3) = % .

Sintezd

S1. Soluti:.

a) Se obtine egalitatea arcsina = % sirezultd ca a = sin% =1;

b) arccosa =0 = a =cos0 = 1; c) arctga—%:a tg% 1;

d) arcsma—%:a— Z-%; e) arccosa =m = a=cosm =—1;
f) arctga = —%=> a= tg(—%) =—1.
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S2. Solutie:
a) 0 — 0) =sin 0 =0, 0 + 0) = 0> = 0, deci lim /(x)=0

* lim f(x) si lim sinx nu exista
X—=>— x—=>—00

lim f(x)= lim x> =+

x>t oo x>t oo
b) I)Cilr()lf(x)=£i£13sinx=0,
. f(n—0)=£igrlsinx=sinn=0
f(7t+0)=£igr13(x—7r)2 =0, deci lring(x)=0.
lip S0= fim e =3
c) }irzllf(x)=f(—l+0)=arccos(— D=um;
°f(0—0)=£i£1;arccosx=arc0050=%,

T 2 T =£ . . =£_
f(0+0)—lX1£%1(x +2x+2) > deci lxl_r}(’)lf(x) i
. lirrllf(x)=lin11f(x)=lirrll(x2+2x+%)=3+%.
x<l
d) lim f(x)= lim arctgx=—%;

* {0 — 0) = arctg0 = 0,
fl0+0)=arcsin0=0, deci ling f(x)=0;

. f(l—0)=arcsinl=%,
f(l+0)=arctg1=%;

* lim f(x) = lim arcctgx=0.
X—>00 x>+

S3. Solutie:
a) Functia are limite pentru xo € (-, 0) U (0, 1) U (1, +).
Punem conditia sd existe limite in xo € {0, 1}.
Avem: ¢ {0 —0) =sin0 =0, {0 + 0) = b, deci b = 0;
14

*fill-0)=a+b, f(1+0)=arctg1=%,deci a+b=z si se obtine a=%.

b) Functia are limita pentru xo € [-2,—-1) U (-1, 1) U (1, 2].
Punem conditia sa existe limite §i in xo € {-1, 1}.

Avem:
'f(—l—()):a,
f(—l+0)=arcsin(—1)=—%, deci a=_%;
. f(1—0)=arcsin1=%,
F(14+0)=5b, deci b=%.
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S4. Solutie:
9 . . . —sinx, x <0
a) Avem, dupa explicitarea modulului:  f(x) :{ .
sinx, x>0
Se obtine:
. lim1 fx)= lim1 (—sin x) =—sin(—1) =sinl;
. linllf(x) = linllsinx =sinl;

. f(0—0)=1§r101(—sinx)=0, f(0+0)=lin(}sinx=0, deci lin%f(x):O.

—sinx, xE[—E, O:I

b) f(x)= 2
sinx, x € (0, 7]
Rezulta ca:
» lim f(x)= —sin(—%) =1;
AR
- lim f(x) = limsin x = sin% =1;
x—>§ x—>7
* {0 — 0) =—sin0 =0, [0 + 0) = sin0 = 0, deci lirrolf(x)=0.
¢)+ lim f(x)= cos(—%)‘ =0,
A
-+ lim f(x) = cos% =0,

x>

2
. 1in3f(x)=cosO=1.

—arctgx, x < 0

d) Avem: f(x)= {

Se obtine:

arctgx, x>0

* lim f(x)=—arctg (- 1) = %,
. linolf(x) =arctg0=0,

. lirrllf(x)=arctg1=%.
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1.5. Operatii cu limite de functii

Exersare
E1. Solutie:
a) ¢=limx*—lim3x+limVx = 4" -3-4+V4=6;
b) (=2-3-1+In3=5;
c) {=-3;
d) f=2+3-4=1;
e) l =2;
_1. 1,11
) (=5+3+1=F¢.
E2. Solutie:

a) €=linll(x2—2)-lin11(x2—3)=(— D (=2)=2;
b) /= (lirrllxz)-(linlllog3x) =1-log,1=0;

c) L =0;

d) fz(hmz—x)-(hmi)zg-lzl;

x=3 8 x—=3 27 7
e) L =0;
f) ¢ =0.
E3. Solutie:
lim(x—1) 0 lim(x* +4x —10) )
a)f:—. x_>12 ===0; b)€=x—>2‘ =—=2’
lim(x* +x+1) 3 lim(2x—3) 1
Q) =1; d) 1=2. e) { =0; f)r=2.
3 5
E4. Solutie:
lim~/x lim(1+x)
a) €=(lin11(x+1))”1 =2"=2; b) z=(1ingsinx)**” =0'=0;
¢) ¢ =5%=125; d) ¢ =1; e) (=0, f)£=%.
Sintezda
S1. Solutie:
2 2
a) f=(1irxll(ﬁ+%/})) =(1in11&+1in11%/§) =(1+1)1=4; b) ¢ =0; c) l =1;
1
d)r=0; e (=4 D=0 g z=(2-£+%)2=1/%”; =2 ie=%

S2. Solutie:
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Folosim operatiile cu limite de functii. Se obtine:

4
an+7%5
a) 2 -)sg+i=22g=3

T+0 2 2’
b)%=1=>a—1=9=>a=10;

Ja+2a _ _ 1.
c) S rda =1=>2a+Ja=Va+2=>a=1;

d) 244 3 8021 8.4926.0019.47 = 2.0 =47 = 2 = 2% —
2.2°+3-4 8

=sa+l=2a=a=1.

S3. Solutie:
a)e lirrolf(x) = lingf(x) = linol(x-tgx) =0;
x>0
. f(%—0)=lirgx~tgx=%(+oo)=+oo,iarf(%+0)=1.
)

n
X<
2

Asadar fnu are limitd In x, = %
b) e f(0—0)=111%1(1—%)=1,
f(0+0)= lirrol(x —1/x =0, deci fnu are limita in xo = 0.
« fA-0)= lirrll(x—l)\/} =0,
f(1+0)=1in11(1—%/})=0, deci ¢ =0.
-1 ¥V
c) e f(0—0)=1im(x—) =—1,

=0\ x> +x+1
f(0+0)=lin(}(—1+sinx)3=—1, deci ¢=-1.

S4. Solutie:
_ . . . 3 — — . . . _ — : . — .
a) (= (lg)lil sin x)(l;gl\/x 1) (sinl) 3/1}}£111(x )=(sin]):0=0;

2
b) (= (hmx2 +limx-limln(x+1)) =(0+0)’=0;

x->0 x>0 x->0

c) { =3-logl0=3;
dy 0= (¥7+1) =38;

0

1

(=—C_=2.

LT R
_AA+3B .
f”_\/m—%_z’
) /= arcsin 0 —0:
1+sin%

h) /=log,(2+log;9)=log,4=2.
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S5. Solutie:

a) Din definitia partii intregi se obtine ca: x21—1 < [Lz] < LZ

Rezulti ci: x° (%—1) <x’ [%] <lsaul-x*<flx)<I.

Asadar, cu criteriul clestelui se obtine lir%(l—xz) < limx® [L] <1,deci ¢/ =1.
x> x—0 X

b) Avem: x — 1 <[x] < x si astfel xxl [x] 1,Vx>0.

Rezultd ca:

lim(l—l) < hrn[ X < <1,decil=1.
X—>00 X x— X
¢) Deoarece —1 < sinx < 1, Vx € R se va obtine inegalitatea:

SlIl)C_
X _).

_Lz<smx<% si lim

X X X X X
d) Deoarece -1 < cosx < 1,Vxe€ R, rezultici—1 +x < cosx +x < I +x.
x—21 <Sosx+x ~1+x 01 1 <Cosx+x 1 1

au — —+—
2 2 2
X X x oy X x oy’

Se obtine inegalitatea

Rezultaca ¢ =0.

e) Se obtine ci |XSOSX| - X |‘|cos x| < ﬂ si cum lim l =0 rezultd ci limita ceruti
|2 +1] |2+ X +1 xee X7 4]
este £ =0.
f) Deoarece:
—1<[x] <xsi3x—1<[3x] < 3xse obtine cd 4x — 2 < [x] + [3x] < 4x, Vx € R.
Asadar, pentru x > 0 avem inegalitatea 4—% < @ < 4,din ¢ =4.
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1.6. Cazuri exceptate la calculul limitelor de functii

Exersare

E1. Solutie:

a”:ﬁ:%; b”:O;oO:ll:l; °”=6+44+1=%3 d)€=_43—+32=_1'
E2. Solutie:

a)£=%=+0<>; b)f=2f(}+=—oo; c)f=0i_=—oo; d)£=%=+oo;

2 2
e>f=lg§éx-&3§-‘z“>=<o_>-1<-n=&=+°°; ﬂ€=g§<xi’“z>?£is>=of-1=+°°-
E3. Solutie:
a)f=i=+°°; b)£=l=+00; c)£=£=+oo

0+ 0+ 0+
d)fzng—_(x6f3)2=%=—w; e)f=%=+oo; f)£=6—+1=—oo.
E4. Solutie:
Cazuri de nedeterminare % . Se aduc expresiile date la forme mai simple.
2) 4x—4 _Ax=D _ 4= _ 4 62%;

9’ =9 9(x*—=1) Yx—D(x+1) 9(x+1)’
) =1 _G=Dx+D) _ x-1
X4+3x+2 (+D(x+2) x+2°
0) =4 _(x=2x+2) _x+2
¥ =3x+2 (x=-1)x-2) x-1’
) x> —=3x _ x(x—3) X 3.
C—Tx+12 (x=3)(x—4) x—-4 ;
€) (r=2) - (x=2)’ _x=2
¥=2x x(x—=2)" «x

f o tdxd (X +2° _x+2 ,_,
2" +4x  2x(x+2)  2x ° '

f==2;

(=4;

,0=0;

ES. Solutie:

Caz de nedeterminare = . Fiind limite de functii rationale se compari gradele numitorului si
(o 0)

numardtorului.

_2__, -1, _=2__1 -1,
8) (=5 ==2; b) (=5 ¢) L="F=—3; d) (=7
Q=3 (R)=t0;  DI=F(-w)=-w; g =0 h) ¢=0.
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E6. Solutie:
Cazuri de nedeterminare = . Se foloseste metoda factorului comun fortat.

1 1
2\/x(l+x)_- 2ty 2 iFo0

a) /=Iim =lim

)

2+l N /1+f i+ l
b) /= lim ————= 2 = lim = lim 1+0 _1

e a3 ) T \/4+ S \/4+3 A0 2
X

%)
1+ 1+
¢) Avem: Xty ( N \/)_C v=1
C3x+24x +1 x.(3+2+1) 342 17 T3
Jxoox \/;
( I +1) . —
2x+3 x-(2+§’c) 2+% 2

/ 2i1+li+2 ( h+-L +2) 1+ 42
)\/x +14+2x _ o X * _ x*

3
= ’fz—,
2 =1 2\/x2(1—12)+x x(\/1—12+1) \/1—12+1 2
X X X
1
PEEVAE » NEE . 2y = ¥2 3.
3Jx—1+~/4x +1 3\/1 \/4+ 3+44 5
3x-1 x'(3‘l) <(3-1) 31
) 2x— = = = X - X pentrux<0, /=—1;
Vox' —x+7 \/x2(9—1+72) |X|\/9—1+72 —\/9—1+72
X x X X X ox
3.5 _p 3.5
V2x* —3x+5 |x|\/2 i X _ \/2 x+x2 2
h) = ,pentrux <0, / =—-">=.
3x—4 ( 4) 3_4 3
x ——
X X
Sinteza
S1. Solutie:
Se aduc functiile rationale la forma cea mai simpla.
2 2 2
fx)=2 +2x+1;|-x —2x+14=2x2 ~2_ ) Limitaeste /=2.
x =1 x =1
b) f( )_(x+1)3—8—(x—1)2|x—1|_(x—1)(x2+2x+1—2x—2+4)—(x—1)2|x—1|_
= (x—D(x—2) - (x—D(x—2) -
_xX4+3_(=Dfx—1] 4.
x—2 x—2 g_—l 4

5% —6x—8 _ (x=2)(5x+4) _ 5x+4 . ,_ .
) JX)=5] : “ort4 - 20002 2D =T
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(x—3)x+3) _(x=3I(x+3)_x+3

O IO)= G a—3+x43) =3 2x ~ 2x'7h
) S)= (2); = 1%2?—11) e _()i)?zl));_ = 5 __11, 1=0;
R e T = T
S2. Solufie:
N

f(2+0)=1"i§§l x;i 13?21 (= 2))(Cx+2) 0_44 -

Asadar ling f(x)=—o0

~ x—1 |
b) /(1-0)= h“%(x DExTD) M3

—4x+3 (x—=D(x-3) 3__2
f(”o)‘lﬁirl‘ 9( 1) ‘1)671 9 —1) =lim5==—5.

x>

Asadar fnu are limitd in xo = 1.

S3. Solutie:
too, dacd a+2#0

a) lim 2x+a _2+a _

ol X x-1 0 8,dacaa+2 0

Asadar limita poate fi finitd numai in cazul a = -2.

Pentru a = -2 obtinem: /= 11rr11 2x __12 = liIIll 2(xx 11) 2.

2
b) lim 3); t‘gx =2 ‘59‘1 . Limita poate fi finitd dacd 9 + 9a = 0, deci a = —1. Obtinem:

x<3

3x — x° =lim x(3—x)

g_lxl-trzl x—3 3 x—3 _lxlgl( ¥)==3.
. (1—a)2 - . 2 .
c¢) Se obtine: /= 0—, deci este necesar ca (1 —a)” =4, deciae {-1, 3}.
. (x+1)°— (x+3)(x—-1) .. x+3_
Pentru a = —1 se obtine: /= lgrll—(x DG+ lxel =D FD) 1}21;1 Tl 2.
* Pentru a = 3 se obtine: / =1lim (x=3)"—4 =lim (r=S)x=1) =1li =-2.

=D +D) G =Dx+1) ii?x+1

d) Se aduce fla forma: f(x)= %—lax.
x —_
Se pune conditiaca 1°+3 - 1 —a>=0, decia’° =4siae {-2,2}.

) X 43x—4x . x(x-1) o1
Avem: f(x)_zcx—l))(cx+1)§_(x—l)(x+l)_xi|c-1 sil=7.

170



S4. Solutie:
0

Cazuri de nedeterminare 0 Este necesar sa se aduca functiile rationale la forme mai simple.

_ =D+ | =D(6x+5) _ xl , 6x45. ;1.

AT =D —3) T o D@x D)~ 2x-3 T dx+1 TS

_ x—2 =)D 1 x=2.,_ 1.
0 SO=G0)Gr+6) (= +4) 5346 x+4 16
_2xP42x X2+ x _ 2x X _
VS =GN+ T D x4z T (T
S5. Solutie:
2x+1 .
r=lim—2ZH i =0-1=0;
a) (=lime i
4 +3 ( ) 41
b) ¢ =li : 4.1
) xlgo}2x +6x+1 v»w ([ ) 21
. 3x* +4x X 3
¢) /=1lim -lim = 3;
) xX—>00 ( +1) x—)oo\/x +1 1
d) 1= lim 34X jiy X3 i X3 i L =3
x—>—00 x(x+1) x>—0 [y +1 x—>—oo|x| 1+L x>—00 1+L
x2 x2
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1.6.4. Limite fundamentale in calculul limitelor de functii

Exersare
E1. Solutie:
o 1=t (122)-8- b =i 806 )=
R
o t=tim( St oo o2 L)L
=m0
h) £= )}E?(Sig((ix—_l):” smx(x_l 1)'x?l-1) b % %
E2. Solutie:
) 0 1=l S )
o1=im((505 s ik o= MER T
e) g_l)}-rfll(tg)(f__]l).sinx(jcz_fx).;j:ylc)_1 |- l)glilxz—x = lim (xx(i)(xl-;-l) _

—hmx+1—2

x-=1 X

 ¢=lim (rg<x s )zl_

(x—1)° sin(xz—l) x+1) 2
E3. Solutie:
arcsin(3x) 3)_ 3. . arcsin(xz)_ 1 )_1_,.
a)g‘lpo( 3 5)‘5’ b) £= ﬁo( 2 dtx)T1 b
arcsin(10x) 5% 10)_,. . (aresin(5x)  10x  5\_1.
©) g_lx-)o( 10x arcsin(5x) 5) 2; d) £= x—)O( 5x sin(10x) 10) 2’
_ _T 4x—m
e) /=Ilim arCtg(x 4)' "4 lhm 4 =lim 1 L.
BT Ca ter—a | @ty R At 8
4
EA4. Solutie:
In(1+x%) 1] 1 In(1+
o (=tim[ O 1)1 bt (L260.6) €3,
x>0 X 5 5 x>0 6x 8 8 4
In(1+5x°
o) r=lim[ AT 5 ) 5 s, d) 0= lim| —X__.0]_6_3.
x>0 S5x I+x/) »0l+x ~0\In(1+8x) 8) 8 4
In(+x) 1 1 In(l+x*)  3x* 1) 1
e) /=Ilim f) /=1lim " ——|==.
x>0 f f f x>0 X In1+3x") 3) 3
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ES. Solutie:

a)f—hm(yT —) (In3)-= =HT3’

x>0

(301 :
b)ﬁ—hm( 2 1+x) (In 3) =In3;

x=0

x=1 __

c)£=limM=8-ln8;

x->1 x—1

_ 2x+1 23_ . 3-2)6—2_1 . )
d) £= lx1£r21 x=2 lx1£121(2 x—2 =22
e)f-hmw=lim(b—b)=ln2—ln3 ln;,

x>0 X =0\ X X 3

3F—-1_2"-1
Fo141=2" X x _In3—In2
D= = o n2
X

Sintezd
S1. Solutie:

_ a1, sinx sm9x) 1 (sin9x. )=l _10.
a”‘l,flﬂl(3 x T3y )T3timTo T3 =3 43=5

— i SIN2x  3sinSx X _1 (sin2x. 2) . (sinSx. 15)
b) ¢ lxl—r>rol(x(x+l)+x(x+l)+x(x+1)) b ) T s )t

+lim——=2+15+1=18;

x—ﬂ)X'+1
o) ¢ =lim (M.tg_X)=1.1=1;

x>0\ tgx X

_lim (86X sinx 1), 1_1.
d) £=lim ( sinx  x 2)_1 I'2=72
e) g_hm Sin(x2_4x+3). 3x2_4x+1 .x2_4x+3
- 2 . 2 2
X —4x+3 sm(3x —4x+1) 3x"—4x+1
(x=Dx=3) _ 1.
=lim G- =lim3 — 1 b
— 2
f) 0= lim tg(gc +x-2) x2+5x+6 X +x=2 |_ 1.1 [im x +x—=2 _
X +x—=2 tg(x"+5x+6) x"+5x+6 =2 x> +55+6
iy XFDO=D o x=1 g
= lIm ey - M3

x>0

=1-1-lim ﬂ
w1 3x% —4x +1

x-1

x->=2

2
X’ = (x=Dx+1) _
x>—1X +x )Lml x-(x+1) o

o) /= lim arcsm(x -1 X2+ x X' =1
x' =1 arcsin(x* +x) x*+x

x—>—1

h) (=

arctg(x2—6x+5) - lim arctg(x’ —6x+5) P +4x—5  x*—6x+5)_
X*l arcsm(x +4x—5) «x=1 xP—6x+5 arcsin(x2 +4x-5) x> 4+4x-5

—6x+5 (x-Dx=5 _ x-5_-4__2
‘lxiﬁ’x dr—s T  mYTsT 6 -3
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S2. Solutie:
a) Folosim formula trigonometrica: cos2x = 1 — 2sin’x.
. 2
Rezultd ca ¢ = lim—1 1+2sm” x =lim 2Sln X =21lim (smx) =2;
x=0 x x=0 x x=0 X
b) Folosim formula trigonometrica:

a+b . a—b.

cosa—cosb =-2sin -sin

2 2
Se obtine: ¢ =lim —2sin3x- Sinx——2lim Sin x =_2_hm(sinx._'5x -l)=—2;
x>0 SinSx-sin3x x>0 SIn 5x -0\ x sindx 5 5
(s1n3x) (smx),x 3_(sin3x)_5(sinx)
_ X e 3x x /] _3=5_4.
c) /=1lim = lim =1;
x—>0( ) =17 (s1n3x) 3y x->o4(sm4x) 6- (s1n3x) 4-6
4x 3x 4x 3x
d) E_hm(tg(arcsmx) arctg x arcsmx)_1 1 lrnarcsmx
x>0\ arcsinx  sin(arctg x) arctgx x>0 arctg x
— lim arcsinx . x —1-1=1
x>0 X arctg x ’
S3. Solutie:

In(1+sin3x) sin3x)_ .. (sin3x)_ : (sin3x. 5x é)_ 133,
a)f_lxeo( sin3x sm9x) Pl Gnsy) =10\ T30 sins 5)= 11555
b) z_hm(l’lﬂ“:” 3x)=1-1°(—ln3)=—1n3;

0 sinx  x
_ In(l+xsinx)  x-sinSx _ sinx \_.q.q.. Sinx _
0 £= l)glt)l( x-sinx  In(l1+ xsin5x) sinSx)_ ! lxlg}sinSx_
sinx._Sx 1)_p.q.1_1.
_}clgé( x sm5x 5) 115 5’
2 .
d) £ =1lim In(l+In(x+1)  In(x +21) _xln(;c+l) 111 wz
=0\ In(x+1)  In(l+In(x*+1)) In(x*+1) 0 In(x* +1)

1n(x+1) x° —11=1
HO In(1+x?) '

S4. Solutie:

i . . 1—cosax
Sin ax —Sin ax (s1n ax) (
(= lim cos ax =lim coS ax

S0 sinbx . = -
x=0 —sinbx x=0 (Slnbx)( COSbX) x=0

— 1 (sinax. bx _cosbx_l—cosax,g)=
ax sinbx cosax 1—cosbx b

cosbx cos bx
. 2ax ax  bx Y
_11pmlmcosar _a g P g bS5 :2-“—2=(g)3
bxs0l—cosbx b x—o 2Sln2 bx bxsol b ax Slnbl b b2 b’
2 2 2

R oo 41 decip=

Dar €—8 si se obtine ca b—2,d601b 2a.
2 2

Avem: E=4 =0 _a ~—4a -3,

a +b2 a+4a> 5

174



S5. Solutie:

0 —hm( 1 sinx+2sin2x+...+nsinnx)=1.lim(sinx+7_sin2x+ +nsinnx)=
=0 \x+1 X 0 X X X
=ling(smx+4-S“2‘xzx+...+n2 Sm”x) 1422 +...4n w 1.

Se obtine ¢, =1, £, =1+2°=5,/, =1+4+9=14, decin=3.

S6. Solutie:
. 2xX*+3x+a-— bx(x—l) (2 b)x* +(b+3)x+a
a) {=1lim 1 o

Pentru ca limita sa fie finitd trebuie ca numaratorul sd aiba gradul cel mult egal cu gradul
numitorului. Se impune conditia 2 — b =0, deci b = 2. Atunci:

E—hmM 5.
x>0 X — 1
Asadar /=asi { =5.
L X Hx+]l— ax(x+2) _ (1 a)x’ +(1— 2a)x+1
a) Avem: g_%cl—wo x+2 x—>oo x+2

Limita este finitd daca numaratorul are cel mult gradul 1.
Se impune conditia 1 —a =0, deci a = 1. Rezulta ca:

€=lim;xT+2l=—l,darl=3+bsi se obtine cd —1 =3 + b deci b =—4;

c) E——b+hm( [+ x— ax)——b+11mx +x—a’x’ —b+lim (—a)x"+x x*+x

x> o/ x? +x+ax e X’ +x+ax

Limita poate fi finiti dacd 1 —a* =0, decia =1 sau a = —1.
* Pentru a=_1$f=—b+lim(</x2+x+x)=+oo,

X—>0

* Pentru a=1=/=-b+Ilim 2x =l—b.Se0bginecél—b:§decin—l.
ot +x+x 2 2 2
Asadara=1,b=-1.
—fim(sinex, _3x a1 \_;,a_a S R
d) (= lxl_I)IOl( o sindx 3 x+2) 116 6.Rezu1taca6—2 sia=12.
e) (, =ali Mz_a’iar
x—>3 x—=3
e 827D L (27— 8_4
L= lm e 57 3) 1351( 3 T3)=(n2)g=32.
Rezulta a:—%;
_p 16270 (221 x—2 \_In2_ In2 _1
ﬂgl_??zlm@x-z_l)‘l,c?}( x=2 #7-1) 4~ 22 2@
£2=limx/x—a2=\/l—a2.
x->1
Din egalitatea%le a’ se obtine a’ % deci a:ig.
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1.7. Asimptotele functiilor reale

Exersare
E1. Solutie:
a) D=(—0,0)U(0,+ ). Asadar £ sunt puncte de acumulare pentru D. Rezulta ca:
 lim /(x)= lim l =0si lim /(x)= lim %_
X—>+oo ——o0
Asadar dreapta y = 0 este asimptota orlzontala la—o0, sila +00.
b) D=(—0,3)U(3,+ ). Se obtine:
. L 1 A L 1 _
leIEo f(X) - xILIEo x-3 =0 3 leIEO f(X) - xlir}:o x=3 0 ’
deci dreapta y = 0 este asimptota orizontald la —oo si la +oo.
c) D=(—0,4)U(4,+ ). Se obtine: hm f(x) = hm 4— =—1si hmf(x) = llmrz—l .
Dreapta y = —1 este asimptota orlzontala la —o0 si la +o0.
L)L
0 0={-e Joft ).
Se obtine: lim f(x)= % = lim f(x). Dreapta y =% este asimptota orizontald la —oo si la +oo.

e) D=R,iar lim f(x)= lim f(x)=0. Asimptota orizontala la — si la +o este dreapta y = 0;

f) D= (—oo —%)U(—%, +oo) Asimptota orizontala la —o i la +o0 este y =

g) D = [0, +o). In acest caz numai +o este punct de acumulare pentru D.
Se obtine lim f(x) =0 si asimptota orizontala la +oo, dreapta y = 0.
X—>o0

1S}

3

h)D=IR,y=%1aioo,

2
i) D=R. Se obtine: hm f(x)= hmﬂ— lim zx—=1,
wmwxt Fx+1 e x” +x+1
2
lim —hm¢ -1.
x—»—wf(x) = xP + x+1

Dreapta y = 1 este asimptotd orizontald la +oo, iar y =—1 este asimptota orizontala la —oo

E2. Solutie:

a) D=(—o0,1)U(l,+). Avem: f(1-0) =1in11ﬁ:0i:—oo, £1+0)= th_l—Oi=+oo.
x<1 - x>1 +

Dreapta x = 1 este asimptota verticala bilaterala.

Daca xo€ R\ {1}, atunci lim 1 _ 1 R , deci nu mai exista alte asimptote verticale.

xexox—l Xo—l

b) D= (=, )U(l,+) . Rezultd lim f(x) = lim 1 _1_...

-l (x — 1)2 OJr
Dreapta x = 1 este asimptota verticald bilaterala;

c) D=(—oo, —1)U(-1, 1)U, +0). Se obtine:
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L] _— — = 1 x _1 = —00 1 —_— = _1 = (o o)
J=1=0) }L?xz_l }Lm](x ETSTR R AN RV 2.0,

Dreapta x = —1 este as1mptota verticala bilaterala.

1 _
IR e DGED =02

—oo, f(1+0)=+00, deci dreapta x = 1 este asimptota

verticala bllaterala.

d) D=(=»,=2)U(=2,2)U(2, +=).

* f(=2=0)=+00, f(=2+0)=—00;

* f(2=0)=—0, f(2+0)=+.

Dreptele x = 2, x = -2 sunt asimptote verticale bilaterale.

e) D=(—, HU(, 2)U(2, +=). Asimptote verticale x =1 gi x = 2;

f) D=(—1,+%). Avem: limlf(x) = liml In(x+1) =—co
x>—1

Dreapta x = —1 este asimptota verticala la dreapta;

g) D=(—1,+OO)’x:—1’

h) D= (—,0)U(0,+»),x=0.

E3. Solutie:
a) D=(—0,2)U(2,+ ). Punctele £ sunt puncte de acumulare pentru D.

» Asimptota oblica spre —oo.

_ S X .
Avem: m = xlggo x _xli—oo x(x 2) =L

X 2x _
n_hm(f(X) mx)—llm(x 2 x)_xlgix 2_2'

Dreapa y = x + 2 este asimptota oblica spre —.

» Asimptota oblica spre +o

i S X’
Avem: m_‘cl—1>1-’l—r1° X _x1—>+0° X(x 2)

_ 1 _ Y X o) e 2
n—xlgrrio(f(x) mx)_xllrﬂo(x—2 o _£93x—2

=1si

=2.

Dreapta y = x + 2 este asimptota oblica spre +o.

b) D =(—,1)U(l,+).

Se obtine: m = lim £ = 1im 20" +x =2,
’ X X x——o X(Xx —1)

1 x——o0 X — 1 B

nzlim(f(x)—mx):lim(zx +x Zx)— lim =% =3

Analog se obtine ca lim f o) _ =2, llm( f(x)—2x)=3 si astfel dreapta y = 2x + 3 este

X—>+oo

asimptota oblica spre —o si spre +00;

c) D=(—0,—2)U(=2,+»).
Se obtine ca y = —x + 2, este asimptota oblica spre —o si spre +oo;
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d) D=(—o,1)U(l,+0).
» Asimptota oblica la +oo.

Avem: m= lim f(x)—l x2+—2|x| 1mm

lim === lm ey =i G=n - b

1 oy — L [ X 2x 3x _
=t/ = =i SR o) = i 25725,
Dreapta y = x + 3 este asimptota oblica spre +o.
* Asimptota oblica spre —.

Avem: m—hmf()—l X —2x _
P P oox( -1

2
n:lim(f(x)—x):nm(xx;jx— )_ lim =X = 1.

x——o0 X — 1 B

1 st

Dreapta y = x — 1 este asimptota oblica spre —.

e) D =[0, +). Problema determinarii asimptotei oblice se pune numai la +oo.
Se obtine:

_ RTINS I
= U= 93:(1”; oJ=tim

Rezulta ca nu existd asimptota oblica.

0 o=e s ).
f()_h (x+2x) 1

1+J_

Avem: m= lim

x>—w X x—=>—00 X(zx 1) 2’
2
”=x1ir_r£o(f (x)_%x)=}ir_%(x2x+—21x _%)_}EE}Q 2(2? ) %'

Dreapta y =%+ 3 este asimptota oblica spre —oo.

2 4
o S x=2x _1
Analog: m —xlgrnw . x1i+wx(2x H 2

n—hm(f(x)——)—hm( —2x_1) limem>—==3

2] e\ 2x—1 2] x2Q2x-1) 4
Dreapta y = %—% este asimptota oblicd spre +o.
Sintezd
S1. Solutie:

a) D= (~o0, 1) U (1,3) U (3, +)
Avem: lim f(x)= lim f(x)=0, deci y = 0 este asimptota orizontald la —c gi la +oo,
X—>—o0 X—>+oo

-1 _
-f(l—O)—hm( 1))Ex—3)_0_'(—2)_+00

fU+0)=5-=—c,
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— 1 —__3 _
f(3_0)‘13§(x—1))zx—3)‘2-0_‘_°°°
f(3+0)=+0o,

Rezulta ca dreptele x = 1, x = 3 sunt asimptote verticale bilaterale.

b) D= (-, -1)U (=1, HU (I, +o).
* Asimptote orizontale.
Se obtine:

2 2
lim f(x)= lim =% 1:—1 si lim f(x)=1lim—* 1:1, deci y = —1 este asimptota orizontald
X—>—o0 X——o0 X7 — X—>+Foo X—>o0

la —o0, iar y = 1 este asimptota orizontala la +oo.

» Asimptote verticale

o . . xlx| -1
Se obtine: f( 1+0)_}1£111f(x)_}Elll(x—l)(x+l)_—2-O+_+°°’
f1-0)= o,
P N
/a O)‘lii?(x—l)(ﬁl)‘o_-z‘ *
A1 +0)=+0o,

Asadar dreptele x = 1, x =—1 sunt asimptote verticale bilaterale.
Nu exista asimptote oblice, deoarece la ambele ramuri existd asimptote orizontale;

c) D=(—,1)U(,5)U(5,+»). Dreapta y =1 este asimptotd orizontala la —oo si la +o,
iar dreptele x =1, x =35 sunt asimptote verticale bilaterale.

+x

d) Se pune conditia 120, x—1#0. Se obtine D= (— 0, —I]U(l, +00).
=

» Asimptote orizontale.

+1
Avem lim f(x)= lim al 1 =
X—>—00 xX—>—00 xX—

JI=1si lim f(x)=1.
x—=>400
Rezultd ca y =1 este asimptota orizontald la —o gila +o0.

* Asimptote verticale

) . x+1 2 . ) < L
Avem lim f(x) =lim, /—1 = /0— =+o00, deci x—1 este asimptota verticala.
x->1 x->1 xX—
x>1 +

e) D=(—o,—1)U(=11)U(l,+ ). Avem, dupa explicitarea modulului:

2

x € (—oo,—1)U(l,+x)

2 s
x -1
fx)= 2
T XECLD
» Asimptote orizontale.
Se obtine:
x° x°
lim f(x)=lim ——=1 si lim f(x)=lim———=1
X—=>—0 xX=>—0 X —1 xX—>00 x>0 X —1

deci y =1 este asimptota orizontald la —o gila +o .
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» Asimptote verticale

2
Avem: f(—1—0)=1iml‘;“—l‘=0i=+oo,f(—1+0)=+oo,f(1+0)=+oo,f(1—0)=+oo.
hm s

+

Dreptele x = 1 si x =—1 sunt asimptote verticale bilaterale.
f) D= (=, DU(L, +).
Deoarece lim f(x) =4co, lim f(x)=+ec nu existd asimptote orizontale la —o si la +o.

» Asimptote verticale

1

Avem: lin} f(x)= hm =400,

L
Dreapta x = 1 este asimptota Vertlcalé bilaterala.

» Asimptote oblice

_£EB X _!cl-g.}x'|x—l| xoow X —1

B 2 _ 2 X
"= 152(|x = |7l | oy R lim Ty =t

Asadar y = x + 1 este asimptotd oblica spre +.

-m—hmf()—hm = lim X =-1,
x——0 X x—>—oox|x 1| x—>—oo1 X

2 2
n=lim| X —+x |= lim | 2—+x |= lim 22— =—1.
X—>—o0 (x 1) X—>—o0 1— X—— ool X
Dreapta y = —x — 1 este asimptotd oblica spre —.

g)D = (—OO, _1) U (_15 0) U (0’ 1) U (17 + OO)
Asimptote orizontale

f(x) x’ — 1 L=1,

Avem: lim f(x)=1lim =1, hm f (x)= lim (

X—>+oo X—>o0 x —X X—>—o0

) 1, deci y = 1 este asimptota
x +x

orizontald la —oo si la + .

» Asimptote verticale
Avem:

T 1 x2 _ X _L_
f(1+0)—lxlg}f(x)—£1%}xz_x o170, =t

x>1 X x>1
X -1
—00 L - — 1 — =400
f(1-0)= , f(=1+0)= }mlll }m?l 170, ,f(=1-0) .

Asadar x =—1, x = 1 sunt asimptote verticale bilaterale.

Deoarece hm f(x)=1lim 2x =lim—2-=0, 0 + 0) = 0, dreapta x = 0 nu este asimptoti
<0 x—>0 X +x aO x+1

verticala;

h) D=(—o, —=1)U(—=1,1)U(, + ).

* Nu exista asimptote orizontale.

» Asimptote verticale sunt dreptele x =—1 six = 1.
 Asimptote oblice.
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3
Se obtine: =lim+——= S _ =lim =1,

x—eo X x—>oox(x —])

3
n=lim (f(x)=x)= lim( X 1—x)=lim = ;=0
2

x—>00 X —
Analog se obtine ca lim f ( )—1 l1m ( f(x)—x)=0, deci y = x este asimptotd oblica spre

X—>—oo

—o0 i spre + oo,

S2. Solutie:
a) D= (=, 0)U(0, +).
» Asimptote orizontale

1
lim f(x)=limx-2* =0-2" =0

1
lim f(x)= lim x-2* = —c0-2" =—
xX——o0 X—y—oco

Asadar nu exista asimptote orizontale.

* Asimptote verticale
1

1
f(0-0)=limx-2* =0-2>=0-2"=0, jar

x<0

1 1
f(0+0) =lim x-2* =0-2%=0-2""=0
x>0

caz de exceptie.
1

ril 2% 27
Avem: limx- 2 =lim==lim= = +oo.
x—0 x—0 1 y—eo y

0 0
x> >0

Rezulta ca x = 0 este asimptotd verticala lateral dreapta.
* Asiptote oblice
1
x 1
m=1lim L9 < im X2 iy =20 =,

x—eo X x—eo X X—>00
1

1 1 x
7= lim(f(x)—x) = lim(x2x—x]: 1imx(2x —1): lim2=1_1n2.

X—o0 X—>00 l

1

Analog, m —llmf()—11m2x—1$1n—hm(x 2"—X)—11m2x 1 2.

X—>—00 X—>—00 xX—>— 0 X—=>—00 l

X
Rezulta ca dreapta y = x + In2 este asimptota oblica spre —oo si spre +oo.

b) Se pune conditia e+% > 0. Se obtine xex+1 >0 cu solutia: xe (—oo ——)U (0, +)=D.
» Asimptote orizontale.
lim £(x) = limxln(e+%):oo-lne:oo,
lim f(x)= lim xln(e+%)=—00-lne=—00 .
Nu exista asimptote orizontale.
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» Asimptote verticale f(0+0)= lin(}x In (e + %) = hmln(e—+y) =0
XxX—> y—>
x>0

f(—l—o): lim xln(e+l): fim V) e
e X_é_é X y—-—e y —e

x<-1
e

Dreapta x = —é este asimptota verticala.

+ Asimptote oblice

. m =lim&=limln(6+%)= ne=1,

x>0 X xX->0

1n(e+y)
n=1im(f(x)—x)=1im(xln(x+1)—x)=1imln(e+yy)_1=li ¢ J_

1 m -
X y=0 y=0 Y
1n(1+)e}) {
=lim——~=-=
o Y., €
e
Dreapta y =x +é este asimptota oblica spre +.
e m=lim L% = lim 1n(e+l)=1ne=1,
x—- X X—>—o0 X
7= lim (xln(e+l)—x):1imwzl.
X—>—o0 X y—0 y e

Dreapta y =x +é este asimptota oblica spre —.

1

¢) Se impune conditia: 1+; >0.Rezulti cax e (-, -1) (0, +0)=D.

* Asimptote orizontale
lim £(x) = 1im(x—1)1n(1+l): 1im(l—1)1n(1+y) =lim(M(l—y))= 111
X—>o0 X—>o0 X i;zo y y—0 y
I  (In(1+y)
L1 in@+ ) = fim[ 2042y )21
: (31 Jmaen 131( 2.1 y)

Rezultd ca y = 1 este asimptota orizontald la —oo §i la + oo.

lim(x—l)ln(l+ 1):11
y

— m
X—>—00 X -0
<0

* Asimptote verticale

s f(-1-0)= liml(x—l)ln(l+%) =-2In0, =—2(—00) = +oo,

x<-1
- 7(0+0) =lirr(}(x—1)ln(1+%)=—llnoo —
>0
Dreptele x =—1, x = 0 sunt asimptote verticale.
3

d) Conditii de existenta: );—jll =20, x-1#0.
Se obtine xe (oo, —1JU(, +0).
Deoarece lim f(x) =+ nu existd asimptote orizontale.

x—>too
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» Asimptote verticale
3
f(1+0)= lin}1 V;—jll = \/OZ =400, deci dreapta x = 1 este asimptota verticala.
x>1 +

» Asimptote oblice

°m—11mf() ¢x+ X +1
X300 Hoox xX— x—>oo x’(x=1)

= x +1 52 x +1
n = lim(f(x)—x) = lim| ,/**1 —th:hm x—1 -
x—e0 x—eo x—1 Xee X3+1 Yoo 1
1 +x , X+
X x X +x
x—1
e X(x —1 1 2 2
(-1 \/sz |
x—1 *
Dreapta y =x +% este asimptota oblica spre +.
3
-m—hmf()—hm x+1—lim— f"'l =—
X——00 oo X N X—1 15— X (x—])

3 3 ’
L L x +1 _ =y oy y=1 -
n—xllr_nw(f(x)"'x)—xlf_r;( =1 +x) ylirﬂo( —y—1 y)_lylg-}(\/ v+l )T

3 2
Y _l_yz -y —1 )
TN A S D . SN e BN N (S
y->0 y _1+ y>0 y _1+ y—>o0 y(y+1) y+% 2
y+1 Y y+1 Y y
+1
y+1

Dreapta y =—x —% este asimptota oblicd spre —oo.

S3. Solutie:
Pentru numitor avem A =a’—4a—4.
Deosebim urmatoarele cazuri:
* A<0. Atunci domeniul de definitie pentru functia f este D = R si nu exista asimptote
verticale.
« A=0.Atuncix* —ax+a+ 1 = (x — x)* si dreapta x = x, este asimptota verticala.
Se obtine: ae {2—-2v2, 2+22}.
. i x? - x5 F) = DD
A>0.Atuncix"—ax+a+1=(x—x)x—x2)s1 f(x)= C—x)r—x)
Dreptele x = x; si x = x; sunt posibile asimptote.
Pentru a raméane doar o asimptota, fractia f{x) trebuie sa se simplifice fie cux — 1, fiecux + 1.
Dacix—x;=x—latuncix;=1si I’—a+a+1=2#0.
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Dacix—x; =x+ latuncix; =—1§i(-1)Y>+a+a+1=0=a=-1, iar f(x)=

2

x'=1_x-1
CHx X
cu singura asimptota verticald x = 0.

In concluzie existd o singurd asimptotd verticald dacd ae {2—22, —1, 2+ 2/2}.

S4. Solutie:

2
a) Avem: m = lim ) _ lim @ +2a+bx _
e X xoe X(x—1)

Din egalitatea a = a” se obtine a € {0, 1}.

Pentrua=0, f(x)= %, y =2. Atunci este necesar ca 2 = )lg{lc f(x)=b.

2
Pentrua=1, f(x)=%, y=x+2.

Se pune conditia 2=n=£i£2(f(x)—x)=£i£g(&_ﬁ”—x)=£ig(b?fﬁ”=b+l.
Asadarb+1=2=5b=1.
b) Avem m = 1. Rezulta ca
a3 ==l -0 =tim LG TS o tim Oy

Asadara+3=a-1=a=2.
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Teste de evaluare

Testul 1

Solutii

_7\2
1. ¢, —hmM lim 3

w3 (x=3)(x +3) x_)3x+3_0 l,=1,/(,+(,=1.Raspuns: a).

2. 2) lim sin(x’ —5x+4)()1 sin(x* =5x+4)  x-—1 X =5x+4 |_
’ x—l 1n(x 1) x>l x> —5x+4 sin(x—l) x—1 B

=11 lmllﬂ—h lw_hn}(x 4)=-3;
b) hm\/x +3x X +3x +3x \/7 1
X0 =\ (2x +1) 2’
3. b= m—llmf(x)—limizxﬂzl,
X—>oc0 X—>o0 X

2
2=n=lim(f(x)—-x) :hm(%m—x): 1im%+3=a.

X—>00

Asadara=2,b=1, a+ b= 3. Raspuns corect a).

Testul 2

Solutii

1. a) lim xarcsin x =lirrol( X _.arcsinx. X )=1-1-1=1;

-0 SIn x - arctg x sin x X arctg x
|x] /1+}C+i 1+)16+l
b) lim —H—— X +x = lim x = lim 2
xX—=>—® 3x xX—=>—© 3_7 xX—=>—00
X X
2. 0, =lim =1 iy (3 3ol a ‘1)=1n3—1na=1n§.
x=0 X x->1 3 X a
Asadar 1n%=1=> 3 _ ¢ deci a —é . Réspuns corect c).

2
. | il
coarece lim f(x) o 4 2bx+1

Este necesar ca f'sd nu mai admitd alte asimptote.

Pentru a nu exista asimptote verticale se pune conditia ca ecuatia x* + 2bx + 1 = 0 sd nu aiba
solutii reale.

Se obtine A=4b> -4 <0, deci b e (-1, 1).

Réspuns corect c).

= a , rezultd ca dreapta y = a este asimptota orizontala.
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Testul 3

Solutii
3 —4x—4_ ;. (x=2)3x+2) ;. 3x+2_8_,.
L) lim = = = )+ M52 4= %
X __qx\2 X _Qx 2 X _ X _ 2
b) an=nm(2 3 ) ( x )=lim(u—u) = (In2—In3).
x>0 XSINX a0\ X sinx/  ys0\ X x
) 4:lim(x—a)(x+a)zlim(x—a)(x+a)(\/;+\/5):hm(x+a)(x/;+\/5):
’ x—a X —+a x—a (X—Cl) x—a 1

=2a-2Ja =4a\a . Rezultici aJa=1sia=1.

3. Avem:
[ .2 2
a:mzlimxT"'azl,iar
2 2
. . . +1-— . 1
l=n= 11111(f(x)—x)=hm(\/x2+1—x)=11mxz—x=11m2—=0,
¥ ¥ oeNX Hl+x oA T+l +x

ceea ce nu se poate.

2 2 2 2
a=m=lim ¥ +% — | decig=-1,iar a+1=n= lim (V¥ +1+x) = lim 2=X —¢.

X—>—oo0 X X——oc0 X—>—00 o /xz +1—x

Asadar a = —1 are proprietatea ceruta.

4. Pentru x - —x se obtine egalitate 2f(—x) + 3f(x) = x*—1,Vxe R.
2f(X)+3f(=x)=x"—1
3f()+2f(—x)=x"—1

Prin scédere se obtine ca f{—x) = f(x) deci f este functie para.

Formam sistemul {

2
Asadar, din prima ecuatie se obtine: f(x)=2 5_1 .
< 1 x —1
Avem ca lim f(x)= = Vxo € R.
Testul 4

Solutii

1. Functia f are limiti pentru Vx € (-, a) U (a, +).
Avem:
fla=0)=lim(x’+a’)=2a’,

fa+0)=lim(x+1)=a+1
Functia are limitd in a dacd fla —0) =fla + 0), deci 2a’ =a + 1.

Avem succesiv:

28 —a-1=0=>d—a+a - 1=0=ala— D@+ +@-1)d+a+1)=0=

(a-1)d*+a+a*+a+1)=0deundea=1si24"+2a+1=0, fara solutii reale.
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2. Calculam limitele laterale in xy = 1.

Rezulti ca f(1-0)=lim(X’ +av+3)=a+4, f(1+0)= lim3X+2 _0+3

ol x> 42 3
Asadar a+4=L41decib=3a+9.

3
Avem ca:
lim LD =S D _ P rax+3—a=4_p C=DOHa+D oy o
x%ll x—1 x—1>1 x—1 x—l (X—l) x—l
3x+b_b+3 ,
—a+2,iar i LSOy P42 3y, O HIx4D6
I =l 3x-DEC+2)
=lim(x—l)[—(b+3)(x+l)+9]=lim—(b+3)(x+l)+9=9—2(b+3)=3_zb
=l 3=’ +2) = 3(x+2) 9 9
_3-2b
Din egalitatile 9  se obtine ca a=-11 p-12
5 5
b=3a+9
3. Se obtine:
2 2
Y —— Eﬂn fix)=1i£nax+vax+cx_l=a+lim bx +§x—1=a+\/3.

X—>00 X
2 2.2 — 42 —
“1= Tim f(x) = lim (av+bx +ox—1) = lim BEterl-ax _ jip, (0-d)x vor-])
xo—eo x—ymoo s Jbx? +ex—1—ax = bx* +cx—1—ax

Se impune conditia b — a* = 0, pentru ca limita sa fie finitd. Rezulta ca:

cx—1 x-(c—x) C_i c
—1= lim = lim = lim = .
2 —->—0 X—>— -—u—-
o Jbx’ +ex—1—ax  + |x|\/b+)cc_xlz_ax \/b+§_xlz_a a—-~/b
a++b=2
Asadar se obtine sistemul de conditii {a = b’ ,cusolutiac=2,b=1,a=1.
c__y
a++b
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Capitolul II. Functii continue
1.1. Multimi de puncte pe dreapta reala

Exersare

E1. Solutie:
a) Folosind operatiile cu limite de functii se obtine:

lim f(x)= hm(x —7x)=limx* —lim7x = x, — 7x,, Vxo € R.

X—>X Y—>.XO X—)Xo

Deoarece f(x,) = x; — 7x, rezulti ci functia f'este continui pentru Vxo € {-1, 0, 1}.

b) Fie xo € {-1, 0, 2}. Rezulta ca:
hmf(x)—11m(x+2|x|)—11mx+211m|x| Xo+2|x| = f(x))

x—>x
deci feste functie continud in xo € {1, 0, 2}.
x2
—— = f(x,), deci feste continu in xo;

2
c¢) Pentruxp € {-2, 1} se obtine ca 11_{130 f(x)= }gn P P

E2. Solutii:
a) Avem: f(1-0)= lin} X' =1, f1+0)= lin}(2x -1 =1, f(1)=1, deci functia este continua in

)C()Zl;

b) Se obtine: f(0-0)= 512)5 =1, f(0+0)= hm(x +1)=1, f(0)=1, deci f este continud in

X()—O.

¢) Se obtine: f(0-0)=lmGx+1)=1, f(0+0)=1in3@=1, f(0)=1, deci f este

continua 1n xo = 0.

. f1-0)= 11@&)?( = arcsinl = g fA+0)=limnx=0, A1) = 0, deci f este discontinua

inx0= 1.

d) Punctul xo = —1 este punct izolat al domeniului de definitie, deci functia f este continua in
X0 = —-1.
Avem:

f(1-0)=limB3+x) =4, f(l+0)=linll%_31=4, f(y=4,

deci functia f'este continud Tn xo = 1.

E3. Solutie:
a) Functia este continud pe x, € (— o, )U(l, +).
Studiem continuitatea n xo = 1. Se obtine:
f(1-0) :lxiirll(xz—x+2) =2, f(1+0) :lxiirll(2x—l) =1, f(H=2.

Limitele laterale exista, sunt finite, deci punctul de discontinuitate xo = 1 este de prima speta.
b) Studiem continuitatea in xo = 0. Se obtine:

f(0=0)=lm2 ~2)=~1, f(0+0) =1im(2' =39 =0.

Rezulta ca xo = 0 este punct de discontinuitate de prima speta.
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2
¢) Se obtine: f(1—0)= linllﬁ =g =—%, f(+0)=limG3x~1)=2, deci xo = I este punct

x<l

de discontinuitate de speta a doua (limitele laterale exista si una este infinita).

d) Avem: f(0+0)= ling Inx =—co, f(0-0)= lin(}% =—oo, f(0) = 2. Punctul x¢ = 0 este punct
0 <0

de discontinuitate de speta a doua (deoarece limitele laterale sunt infinite).

E4. Solutie:
In acest cazuri vom studia continuitatea functiilor numai in punctele de legatura, in rest fiind
sigur functii continue.

a) Avem: f(1-0)=lim(x+a)=1+a, f(1+0):1in11(x2+x+1):3,j(1)= 1 +a.

Dacda a + 1 = 3, deci a = 2, functia f este continua pe R, iar pentru @ # 2, domeniul de
continuitate este R\ {1}.

b)f(0-0)=1+2°f0+0)=3,7(0)=1+2 Daca l +2“=3, deci a = 1 functia f este
continud pe R\ {0}.

_ o Sin(ax) .. (sin(ax) g \_a.
C)AVCH’I. f(o 0)—}[1{)% 2x _EL%( ax 2)_2,

£0+0)= 1ir%%;2“) =24, f(0)=2d".

Functia f este continud in xo = 0, dacd $i numai dacd = =2a = 2a*, deci daci a = 0.

a
2
* Pentru a = 0, functia f este continua pe R.
* Pentru a € R\ {0} functia f'este continua pe R\ {0}.
d) Studiem continuitatea in xo = 0 si xo = 1.
Avem:

* f(0-0) =£iir(}(2ax+l) =1, £(0+0) =£i£3(x+a) =a, f(0)=1

. f(1—0)=1irr11(x+a)=1+a,f(1+0)=1irr11(3x+b)=3+b,f(1)=b+3.
ePentrua=1si1+a=3+b,decia=1, b=-1, functia f este continua pe R.

*Pentrua=1sibe R\ {-1} functia este continud pe R\ {1}.
*Pentrua # 1 sia # b+ 2, functia este continud pe R\ {0, 1}.

Sinteza

S1. Solutie:
Studiem continuitatea functiilor in punctele de legatura in celelalte puncte din domeniu de
definitie, acestea fiind continue.

v sin(ax+x%) - (sin(ax+x%) a4x |_
a) (0 O)—}Cl_f)lg—x —}CILI&[ X 1 =a,

f(0+0)=1ir%1n(x+e3)=1ne3 =3, f(0)=3.

* Pentru a = 3, domeniul de continuitate este R.
* Pentru a € R\ {3} domeniul de continuitate este R\ {0}.
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b) fA—0)=v6+4a’+4a, f1+0)=1+4a.
Functia este continud n xo = 1 dacad V6 + 4a° +4a =1+4a.

ine a=1
Se obtine a = 5

* Pentru a =% domeniul de continuitate este C = R, iar pentru a € R\ {%} avem C =R\ {1}.

¢) Se obtine:

A0-0)=2a+1,/0+0)=a, [0)=-1+ sina.

Functia este continua in xo = 0 dacd 2a + 1 = a =—1 + sinas, adicd a = —1.

* Pentru a =—1, avem C =[], ), iar pentru a € R\ {—1} se obtine C =[-1, 0) U (0, +)
d) fla—0)=2°+a, fla + 0) = 3" + a. Egalitatea 2“ + a = 3“ + a conduce la a = 0.

* Pentru a =0 avem C = R, iar pentrua € R\ {0} avem C =R\ {a}.

S2. Solutie:

Se studiaza continuitatea functiei f in punctele de legdturd, in celelalte puncte ale domeniului
de definitie, aceasta fiind continua.

A1 -0)=9"-4-3"+12 A1 +0)=a—a—15=—15.

Conditia de continuitate in xo = 1 conduce la ecuatia exponentiala 9* — 4 - 3“1 + 12 = —15.
Notam 3“ =y > 0 si rezulti ecuatia y* — 12y + 27 = 0 cu solutiile y; =3, y, =9.

Asadar 3“=3 cu solutia a = 1 si 3 =9 cu solutia a = 2.

b) Deosebim cazurile.

3 42x,x <1

Ox—4", x>1

Functia f este continud in x = 1, daci {1 — 0) = {1 + 0) = A1), deci daca 3" +2 =9 — 4.
Rezulta ecuatia exponentiala 3%+ 4” =7 cu solutia unica b = 1.

«2a—1=a*decia=1cand D =R, iar f(x):{

*2a-1#d.
In acest caz avem 2a — 1 < @ §i D=(—o0, 2a—1]U[d*, + o), iar functia este continua
Yae R\ {1},b€ R.

¢) Se obtine: {1 —0) = 29— 3",
AL+0)=3""2"" A1)=12.

, oo C|2¢-3P =12
Functia este continud in xo = 1 daca .
3(171 . 21+b — 12
. . 2¢.3" =12
Sistemul se scrie sub forma .
3.2 =18
Inmultind si impartind cele doui ecuatii ale sistemului se obtine:
6"-6"=12-18 6" =6
2\ (3\0 1 sau mai simplu scris: 2)a—b 2\l -
(?) (5) 18 (§ B (5)
a+b=3 . )
Asadar b1 si rezultd solutiaa =2, b= 1.
a—b=
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d) Obtinem: A1 —0)=2°+3" A1+0)=5, A2-0)=5, A2+0)=2"+3*"_38.
Functia f este continud inx = 1 six =2 daca 2° + 3" =5 2% + 3% -8 =5,
o . . 2°4+3" =5
Se obtine sistemul de ecuatii exponentiale , .
2% 43%=13
u+v=>5

W+ =13

Se substituie v =5 — u 1n a doua ecuatie si rezultd ecuatia de gradul 2 in u: W+ (5-u)’ =13
cu solutiile u; =2, u, = 3. Pentru u = 2 se obtine v = 3 iar pentru u = 3 se obtine v = 2.

Se noteaza 2° = u, 3" = v i avem {

< . j2'=2 |2"=3
Asadar rezultd sistemele de ecuatii: si
3=3 =2

cu solutiile x = y = 1, respectiv x = log,3, y = logs2.

S3. Solutie:

a) Avem: (1 -0)=2, (1 +0)=a+b+3,A1)=2.

Functia f'este continua si in punctul xo=1dacd2=a+ b+ 3,decia + b =
Avem:

e B = el LA R

x<1
. llmf(x) f(l) = lim &~ ‘+bx+3—a-b-3 =1lim (x—D(a(x+D+b) =lima(x+1)+b=

x—l>l X — x—l1 x—1 x—1 x—1 x—1

=2a+b.
Limita data exista daca 2a + b= 5.
. L la+b=-1 )
Rezulta sistemul de ecuatii cusolutiaa=6,b=-7.
2a+b=

In(1+ sin’ x) sin® x
sin’ x x

b) Obtinem: £(0—0) = li w ng( ):I-O:O,f(0+0):b.

Functia este continud si In punctul xo = 0 daca b = 0.

Avem: lim

x—0 x—>0 x sinz X X

x<0

1= 10y 00 #sin’ ) _ m(ln(1+sin2X>.sinzx)zl.lzl jar

ax—0

lim LD =SO) _ i ax=0_

x—0 X x—0 X
x>0

Limita existd dacia = 1. Asadara=1,5=0.
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2.2. Operatii cu functii continue

Exersare

E1. Solutie.
f

Toate functiile f'si g sunt functii continue deci f+ g, f—g, - g si 7 sunt functii continue pe

domeniul de definitie.

E2. Solutie:
a) Avem: (f o g)(x) = f(g(x)) = g(x)-1=(2x-3)-1=2x-4,
(o NX)=g(f(x)=2f(x)=3=2(x—1)-3=2x-5.

Functiile compuse sunt continue pe R deoarece sunt functii elementare (functii de gradul 1);

b) Avem: (fog)(x) = f(g(x) =g (x) +1=(x=1)" +1=x"-2x+2,
(go N =g(f(¥)=f(¥)-1=("+D)-1=x".

Functiile obtinute prin compunere sunt functii de gradul 2 si sunt continue pe R.

¢) Avem: (f o g)(x) = f(g(x) =g () +1=(x—1)’ +1=x* = 2x+2,
(go ) =g(f())=f()—1=Vx"+1-1.

Functiile compuse sunt continue deoarece f si g sunt continue.

d) Functiile £, g sunt continue deci si fog, go f sunt continue.
Avem (fog)(x)=In[2x—=1)*+1]=In(4x* —4x+2), (go f)(x) =2In(1+x°)—1.

Sintezd
S1. Solutie:

Fieh=f+g.
. x+a,x<0 [2ax,x<0 x+a+2ax,x<0
@)=+ =@ +s@=1, " L x>0

Avemca h(0—-0)=asi h(0+0)=1.
Asadar f+ g este continua si in xo =0 daca a = 1.

x—x>, x>0

S2. Solutie:
a) Deoarece f{1 —0) =—1 si f{1 + 0) = 1, functia f nu este continud in xo = 1.
Domeniul sau de continuitate este C =R\ {1}.
(-1, x<1,VxER

Functia f”: R = Reste f>(x)= {12 | si este continud pe R.
, x>

b) Avem: {1 —0) =1, {1 + 0) =—1 deci f'este discontinua in xy = 1.

2, x<1
Pentru 2 avem: f2(x)=4" "
1, x>1

Se observi ci functia f este continui pe R.
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c) Avem: (1 —0)=a + 1, {1 +0) =3. Dacd a + 1 = 3, deci a = 2, atunci functia f este
continui pe R si se obtine cd f este continui pe R.

(x+a)’, x<1

Qx+1)?, x>1

Studiem continuitatea functiei /> inxo=1.

Se obtine: g(1 — 0) = (1 +a)%, g(1 +0)=9.

Functia f? este continui in xo = 1 daci (1 + a)* =9 deci daci a € {2, —4}.

Asadar:

epentrua=2,fsi f° sunt continue pe R;

Avem g(x) = f*(x)= {

» pentru a = —4, feste continud pe R\ {1} iar f~ este continui pe R;
e pentru a € R\ {—4, 2} functiile fsi f* sunt continue pe R\ {1}.

2x+a)’,x <2

(x+a)*, x>2 .

Se obtine (2 —0) =a + 4, (2 + 0) = a + 2, deci f'este discontinua in xo = 2 pentru oricare a € R.
De asemenea, /2 (2—0)=(a+4)*, f>(2+0)=(a+2)"

Din egalitatea (a + 4)* = (a + 2) se obtine ci a = -3.

* Pentru a = -3, feste continua pe R\ {2}, iar f~ este continui pe R.

* Pentru a € R\ {-3}, functiile f'si f sunt continue pe R\ {2}.

d) Avem f*(x)= {

S3. Solutie:
-1, x<0 —6,x<0
a) (feg)x)= f(g(x))=2sgn(x)—4=2-7 0,x=0 —4=7—-4,x=0.
1, x>0 -2,x>0

Rezultd ca fog este discontinud in xo = 0 si continua pe R\ {0}.
b) fog este continua pe R deoarece functiile f'si g sunt continue pe R.

) (f o 2)(0) = £(g() Lgx)<1l |I,2x-1<1 |[l,x<1
C o X)= X)) = = — .
& & 2, g)>1 |2, 2x-1>1 |2, x>1
Rezultd ca fog este continua pe R\ {1}.

1- <
dHﬂ%Mﬁ#@mF{ 80, s =<1,
0, g(x)>1
Sa rezolvam inecuatia g(x) < 1.
« Dacd x < 1, se obtine ci g(x) = a” si inecuatia este a* < 1.
Se deosebesc situatiile:
«a* < 1 deciae [-1, 1], si solutia inecuatiei este x < 1.
ca*>1,deciae (o, —1)U (1, +o0), si inecuatia nu are solutii.
* Daca x > 1, atunci g(x) = x si inecuatia este x > 1, cu solutia x € (1, +o0).
Asadar
* pentru a € [-1, 1], solutia inecuatiei g(x) < 1 este x € R, si obtinem ca:

1-a° <1
U%MFFﬂﬂ% @, xS
I—x,x>1
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Rezultici (fog)(1-0)=1-a*, (fog)(1+0)=0.
Functia f og este continud dacd 1 — a*=0,decidaciae {-1,1}.

* Pentru @ € (—%, —1) U (1, + =) solutia inecuatiei g(x) < 1 este x > 1, deci x € (1, +).

oL l-g(x), x>1 I-x,x>1 . L
Rezultd ca (fog)(x)= = functie continua pe R.

0 ,x<1 |0,x<1

S4. Solutie:

a) (feg)(x) = f(g(x) ={

et g(x) <0

gx)+1, g(x)>0 .

Rezolvdm inecuatia g(x) < 0.

* Pentru x > 1 avem g(x) = Inx si inecuatia este In x < 0, deci x € (0, 1]. Nu sunt solutii.
* Pentru x < 1, g(x) = x si inecuatia este x < 1 cu solutia x € (-, 1].

Asadar solutia inecuatiei g(x) < 1 este x € (—oo, 1].

Rezulta ca:

(feg)x) ={

™ x <1 e, x<1 ) i .o i
iar fog este discontinud in x = 1 si

gx)+1, x>1, x>1 I+Inx, x>1

continud pe R\ {1}.

B _fInf(x), f(x)>1
Avem (gof)(x)—g(f(x))_{f(x)’ fx)<1

Rezolvam inecuatia f{x) > 1.

* Pentru x < 0, f{x) = ¢" si inecuatia este ¢' > 1 care are solutia x > 0.
Nu exista solutii pentru f{x) > 1.
* Pentru x > 0, f{x) =x + 1 si inecuatia este x + 1 > 1, deci x > 0.
In f(x), x>0 {ln(x+1), x>0

Asadar f(x) > 1 daca x € (0, +o0). Se obtine cd (go f)(x)= {f( )<l
X), X X

X

e ,x<0

si go f continua pe R\ {0}.

Vgx), gx) =0
Ygx), g(x) <0

Rezolvam inecuatia g(x) = 0.

* Pentru x = 0 = g(x) =x* > 0.

* Pentrux <0 = g(x)=1 +x° >0, daca 1 +x> 0, deci x >—1.
Solutia este in acest caz x € (-1, 0).
Rezultd ca g(x) = 0 dacax € (-1, 0) U [0, +o0) = (-1, +o0).

b) (fog)(x) ={

Asadar:
[g(x), xe (-1, 0) JI+x, xe (=1, 0)
(fog)(x>={vg(x)’xe(_l’+°°)= \/;i) ii[o w) = xe[0, +0) =
Yg(x), xe (=0, —1] o 7

Jgx), xe (-0, =1]  |J1+x°, xe (—oo, 1]
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N+x, x<-1
(fog)x)=41+x’, xe (=1, 0). Rezulti cd fog este continui pe R\ {0}.
x, xe€[0, +o0)

[, f(0)=0

1+ (%), f(x)<0

Rezolvam inecuatia f{x) = 0.

« Pentrux > 0 avem f(x)=+/x si inecuatia este vx >0

* Pentru x < 0 avem f(x)=</x si inecuatia este 3/x > 0 fara solutii pe (—oo, 0).

Asadar f{x) = 0 dacd x € [0, +).

Rezulta ca (gof)(x):{fz(x), x>0 :{(\/;)29 x=0 {x, x>0 .
1+ (x), x<0 I+x,x<0

Functia go f* este continud pe R\ 0}.

* (g ) =g(f(x) ={

cu solutia x = [0, +).

1+ @), x<0
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2.3. Semnul unei functii continue pe un interval

Exersare

E1. Solutie:
Functia f'este functie de gradul 1, deci este functie continua pe R.
Asadar fare proprietatea lui Darboux pe oricare interval / — R.

E2. Solutie:

a), b) Se arata ca functiile sunt continue deci au proprietatea lui Darboux pe /.

c¢) Functia f este discontinud in xo = 0, punctul xo = 0 fiind punct de discontinuitate de prima
spetd. Cum 0 € [ rezulta ca functia f nu are proprietatea lui Darboux pe /.

E3. Solutie:

a) D = R. Rezolvam ecuatia f(x) = 0.

Se obtine succesiv: X-x=0=>x(x*-1)=0=>xe {0,-1, 1}.
Alcatuim tabelul de semn:

X - —] 0 1 + o0
x| ————0+++0———0++++++

Avem: f(—%):—%+%>0,f(—3):—24<0,f(%)>0,f(3)=24>0.

b) D = 0. Ecuatia f(x) = 0 este 2* — 1 = 0 cu solutia x = 0.
Tabelul de semn, avand in vedere ca f{—1) <0, (1) > 0 este:

X —00 0 + o0
fx) | ———————— O++++++++

¢) D = R. Ecuatia f{x) = 0 se scrie 3*"' — 9 = 0 sau 3*"' = 3 5 are solutia x = 1.

3*"! = 3% gj are solutia x = 1.
Tabelul de semn:
X —® 1 + o
o | ———————- O++++++++

d) D =0, 27]. Ecuatia f{x) = 0 este sinx = 0 si are solutiile x € {0, 7z, 27r}. Tabelul de semn:

X 0 T 21
sinx |[0++++++0——————— 0

Sinteza

S1. Solutie:
Se arata ca functiile sunt continue pe R, deci au proprietatea lui Darboux pe oricare
interval / c R.

Vom studia continuitatea functiilor doar in punctele de legatura, in rest functiile fiind
continue.

o 1=x 1—x o 1 1.

a) SO= 0 =lm = I o+ i i+ vm) 4
o sin(dx—4) . (sin@x-4) 4x-1) ) . 4x=1) . 1 _1
SA+0)=lim=25— ‘1;331‘( A(x—1) 'g(xz_l)]‘ﬁlir?s;(xﬂ)(x—l)‘lxlir?z(xﬂ)‘Z'
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1

Avand f(1)=0,25 =4 rezulta cd functia feste continud n xp = 1.
_ o Ax=lsin(x—=1) .. f[sin(x—1) /x—1)_, ~_
b) f(l—O)—O,f(l+0)—l)}£r11 30— 1) —ljg?( =1 3(x+D) =1-0=0.
Rezulta ca f'este continua in xo = 1.
! 1\
¢)f(2)=0, f(2+0)=1in21(1+3x‘2) = 1+30*) =(1+3+°°)'1=oo‘1=%=0.

x>2

Asadar f'este continua in xy = 2.

d) Daca xo € Z avem ca f{xg) =0 si lim f(x) = limsinmx =sinmx, =0.
X=Xy

X=X

Asadar f'este continua in xo € Z.

S2. Solutie:

a) Fie f: [0, 2] = R, fix) = x’ + 4x” — 5. Functia f este functie continui, deci are proprietatea
lui Darboux pe 1.

Avem ca f{0) =-5<0, f{2) =19 > 0, deci existad xo € (0, 2) cu f{xg) = 0.

b) Functia f: [0, 3] = R, f{x) = x’ + 5x — 27 este continui si are proprietatea lui Darboux pe
[0, 3]. Deoarece f{0) =-27 <0, f(3) = 15> 0 exista xo € (0, 3) cu flxp) = 0;
¢) Functia f: [0, 1] = R, f(x) =x + 2" — 2 este continua si f{0) - (1) =(-1)- 1 =-1<0.

Din proprietatea lui Darboux rezulta ca exista xy € (0, 1) cu f{xo) = 0;

d) Functia f:[—g,0:|->lR,f(x)=x+l+sinx. Avem f(—g):—§<o,f(0)=1>o.

Din continuitatea functiei frezulta ca Jx, (—%, 0) cu f{xp) = 0.

e) Consideram f: (0, 1) = R, f{x) =x + Inx. Functia f este continua.
Avem f(1)=1>0si f(0+0)=1in3f(x)=lirr01(x+lnx)=—oo<0.
x>0 x>0

Asadar existd xo € (0, 1) cu proprietatea ca f{xg) = 0.

S3. Solutie:

a)D=R.

Ecuatia f(x) = 0 este x(2" — 1) = 0 si are solutia x = 0.
Tabelul de semn al functiei:

X —0o0 0 + o
Ax) Fh+ A+ O+

b) D =R. Ecuatia (x — 1)(3" - 2") = 0 au solutiile x = 1, x = 0.
Tabelul de semn:

X —00 0 1 + o0
fx) +++++ 0———— 0+ +++++

c)D=(-2,+»). Avem: f(x)=0= (3" -1log,(x+2)=0=3"=1 sau
log,(x+2)=0=x,=0 sau x+2=1decixe {-1, 0}.
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Tabelul de semn:

X -2 -1 0 +o0
Ax) t++++ 0———— O+++++++

d) D=R\ {2}. Ecuatia f{x) = 0 are solutia x = 0.
Tabelul de semn:

X —o00 0 2 +00
Ax) +++++ 0———— |+++++++

e)D=11,3)U 3, +x).
Ecuatia f{x) = 0 conduce la vx—1-1=0 sau vx—1=1 cu solutia x = 2.
Tabelul de semn:

x 1 2 3 +0
fx) | FH++F0————|+++++++++

f) D = R. Ecuatia f{x) = 0 se scrie (*—x) (x*=16)=0de unde x’ —x=0saux’— 16 =0.
Se obtin solutiile x € {-1,0, 1,-2, 2}.
Tabelul de semn:

X —0 -2 -1 0 1 2 400
fx) |-—————-— O++++0-————-0++++0——— 0++++

S4. Solutie:

a) Consideram f: R = R, f{ix) = (2* — 1)(x* — 1), functie continui pe R.
Avem de rezolvat inecuatia f{x) = 0.

Solutiile ecuatiei f{x) =0 sunt x € {—1, 0, 1}. Stabilim semnul functiei .
Se obtine tabelul de semn:

X — ®© -1 0 1 +00
fx) | ————— 0++++0 ——— 0++++

Rezulta ca fix) = 0 daca x € [-1, 0] U [1, +), care reprezinta solutia inecuatiei date.

b) Fie f: [-1, +®o) > R, f(x)=(x—x")(1-+/x+1). Avem de rezolvat inecuatia f{x) < O.
Solutiile ecuatiei f{x) = 0 sunt date de ecuatiile x —x’ =0§i 1-/x+1=0.
Se obtine x € {0, 1, —1}. Stabilim semnul functiei continue f. Se obtine tabelul de semn:

X -1 .0 1 +o0
Ax) 0——— 0————0+++++++++

Rezulta ca fix) < 0 pentru x € [—1, 1], iar solutia inecuatiei date este x € [-1, 1].

¢) Consideram functia continua f: [0, +0) = R, f(x)=(x—1++vx*+D)(/x-1).
Solutiile ecuatiei f{x) = 0 sunt date de ecuatiile vx—1=0 si x—1+vx’+1=0.

Obtinem x = 1, respectiv Vx> +1=1-x.

Punem conditia 1 —x > 0 si prin ridicare la patrat se obtine ecuatia x> + 1 = (1 —x)* cu solutia
x=0.

Asadar f{x) =0 daca x € {0, 1}. Tabelul de semn al functiei f este:
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X 0 1 +00
fx) 0———— 0 +++++++

Rezulta ca solutia inecuatiei flx) < 0 este x € [0, 1].

d) Fief: (-1, +x) = R, fix)=(2"-3")Q2 - loga(x + 1)).

Functia f'este continua.

Din egalitatea f(x) = 0 se obtin ecuatiile 2" —3* =0 i 2 — logy(x + 1) = 0.
Rezultd x = 0 si respectiv logx(x + 1) =2, deunde x + 1 = 2’ =4 saux=3.
Semnul functiei f este dat de tabelul:

X -1 0 3 +o0
f(x) +4+4++4+0———— 0+ +++++

Solutia inecuatiei f{x) < 0 este x € [0, 3].

S5. Solutie:

a) Functiile g, 7 : R = R, g(x) = x, h(x) = €' sunt functii strict crescatoare pe R. Atunci si
suma lor f'= g + & este functie strict crescatoare pe R.

b) Avem: lim f(x)= lim(x+e')=—co+e ~ =—c0o4+0=—c0 §i lim f(x) =co+e” =+oo.

Functia f fiind continua rezultd, folosind proprietatea lui Darboux, ca ia toate valorile
intermediare dintre —oo §i +o0, adica Imf'= (-, +0) =R.
Asadar functia f este surjectiva.

Functia f fiind strict crescatoare pe R este functie injectiva. Asadar functia f este functie
bijectiva.
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Teste de evaluare

Testul 1
Solutii

1. Functia f este continua pe multimea R \ {-1, 0, 1} avand in vedere operatiile cu functii
continue.
Studiem continuitatea functiei f in punctele —1, 0, 1.

Obtinem:
i £ B 2 32
s f(-1-0)= hfrllf(x) lgrlllx | ,} x2+x }Ll1x+1 0__+
P x+1_2
A 0)_1):1411); |x|_1x1£>r11x2—x_lx%lx o -
x—1

x—>0x —|x| x—>1x +x x—>0X+1
x<0 x<1

Asadar funcia f nu este continud pentru xo € {—1, 0, 1}, deoarece limitele laterale in acestea
nu sunt egale cu valoarea functiei in x,.

2. Pe R\ {1} functia f este continud. Studiem continuitatea in xo = 1. Avem:
f(1-0)=1+2%A1+0)=4“—1. Din egalitatea f{1 — 0) =f(1 + 0) se obtine 1 +2“=4“—1,
iar cu notatia y = 2 rezulta ecuatia y* —y —2 = 0. Se obtine y € {—1, 2} si apoi a = 1.

3. Ecuatia f{x) = 0 conduce la ecuatiile 2*"' —1=0 si 3" —9=0. Rezulti ca 2" =1=2°,
respectiv 3~ =3, deci x € {1, 3}.
Tabelul de semn al functiei continue f este:

X 0 1 3 +00
fx) +++++0———0++++++
Testul 2

Solutii

1. Functia f'este continua pe R\ {0, 1} avand in vedere operatiile cu functii continue.
Studiem continuitatea in xo = 0 si xo = 1.

. 2
« £(0—0)=limSiN"2% 1im(M) 4=4,dar f(0+0) = lim(ax+b)=b

x—0 x x—0 2x
VAT — —lim sin(x—1) _ sin(x—=1) 1 )_
S =0)=a+b, f(1+0)_1xl X =1 x—>1( x—-1 x+1]
Rezulta ca:

* f'este continud pe R daca decia=-3,b=4.
a+b=1
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* f'este continud pe R\ {1} daca b=4sia # -3.
* f'este continuda pe R\ {0, 1} dacab #4sia+b # 1.

2.a)Dacaxe Q, din f{lx)=3,5rezulta cax=3,5¢ [2, 3].

Dacid x € R\ @, din f(x) = 3,5 se obtine x> = 3,5 sau x€ {—/3,5, /3,5}. Dar 4/3,5<2 sinu
existd x cu proprietatea ceruta.

b) Avem (2) =2 si f(~/3)=5.

Pentru A = 3,5 € [2, 5], nu existda a €[2, /5] astfel incat fla) = 3,5. Aceasta deoarece

[2, /5] <2, 3] si se are in vedere punctul a).
Asadar fnu are proprietatea lui Darboux.

3.Fie f: R = R, f(x)=(2"—16)(x—x"). Inecuatia dati se scrie f(x)<0. Vom stabili
semnul functiei continue /. Ecuatia f(x)=0 conduce la ecuatiile 2* —16=0 si x—x’ =0,
cu solutiile x € {4, 0,1,— 1}.

Alcatuim tabelul de semn pentru f:

X —0 -1 0 1 4 +00
fx) |—————— 0O++++0-————0++++0———

Solutia iencuatiei f{x) < 0 este x € (—o0, —1]U [0, 1] U [4, +o0).

Testul 3

Solutii

1. Fie xo € Z. Se obtine:
(%, =0) = lim(xx]) = x,(x, = 1) si f(x,+0)=limx[x]=x,-x,=x].
XXy X=X
Functia fare limitd in xo daci si numai daci x,(x,—1)=x, deci numai daci x, = 0.

Asadar f'este continua in xo = 0 si discontinua in oricare xo € Z \ {0}.

2. Avem: fla— 0)=a* +2a, fla+0)=2a+a’.

Din egalitatea f{la — 0) = fla + 0) se obtine ecuatia a” + 2a = 2a + a’ cu solutia a € {0, 1}.
Asadar:

* pentru a € {0, 1}, functia este continud pe R,

e pentru a € R\ {0, 1} functia este continua pe R\ {a}.

3. Ecuatia f{x) = 0 are solutia x = a.
Functia f'este continud pe R si are tabelul de semne:

X —00 a +0o0
Jx) +++++++ 0++++++++
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Testul 4

Solutii

2 x X 2 X x 2
1. Avem: f(n):lim(”6+1- 2 ):limw:n_:n.

3 n 4 +1) = n12°+3° n
Asadar: f(1)+f(2)++f(n):1+2++I’l:n(7’l2+1)

2. Consideram functia g : [a, b] = R, g(x) = f(x) — x.

Functia g este continud si avem:

gla) = fla) —a = 0, g(b) = fib) — b < 0. Folosind proprietatea lui Darboux pe [a, b] pentru
functia g rezulta ca existd xo € [a, b] cu g(xp) = 0, adica f{xp) —xo = 0.

3. Tabelul de semn:

X —0 -1 0 1 2 +o0
fx) |————- O+++0++++0————0++++
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Capitolul I1I. Functii derivabile
3.1. Derivata unei functii intr-un punct

Exersare
E1. Solutie:

a) Studiem existeta derivatei functiei f in punctul xo = 2.
Rezulta ca:

2 f— — —
Q)= 1irr21 3x"—4x-4 —lim (x—2)(3x+2)

= lin3(3x +2) =8, deci functia f este derivabild in

xX— =2 x=2
Xo = 2, graficul sdu admite tangenta in xo = 2, iar tangenta are panta m = 8.
, . 2x% - , . . 5x’=3x .
b) Avem: f/(0)=lim 2x —3x lim(2x—3)=-3 si £;(0)= hnolu = lim(5x—3)= 3.
x> x> x> X X
x<0 x>0

Asadar f7(0) =-3 si graficul functiei admite tangenta in xo = 0, panta fiind m = -3.

2x-1,x =1

c) Avem: f(x)= {

1 ,x<l’
Se obtine ca f/(1)=0 si f, (1)=1iIIll 2x-1-1 :lirrll 2(x-D) =2, deci f nu are derivatd in
x—> f— x—> xX—
x>1 x>1

xo =1 si graficul sau nu admite tangenta in xo = 1.

2 —
d) Avem /(0) = fim =0 _ lim x[x| = 0.
=0 x—(

x—0

Asadar graficul functiei admite tangenta in xo = 0.

E2. Solutie:
3x+11-8 3(x+1
a) Se obtine: f"(—1)= lim = = fim 2D 5.
==l x+1 ==l x+1
2 2
b) £/(2) = lim =X IS g X =342 G DOED ey =1,
x—2 D 2 x—2 X — 2 x—2 2 x—2
L1
¢) f(0)=lim&E*t5 5 _jim 2775 =t L
=0y =0 5(x+5)x 0 5(x+5) 25
@) £ =lim P gy DL, 1 L
=0 X 0 x(Wx+1+1) 0 x+1+1 2
2 4+3-27"1-3 2t 27! 2*'—1  In2
e) f'(=1)= lim = lim = lim ==
x=>=1 x+1 -1 x+1 =>-12(x+1) 2
N, . -
f)f’(0)=limsmx sin xzhm(smx_l_zsm x)=1+2+3'
x>0 X x>0 X 2x
E3. Solutie:
a) Avem:
2 2 2 2
£y = lim 2T 2% 2007 X0) 7O TN) gy )= 2— 2,
XX xX— xo XX, X — xo XX,

In particular se obtine ca £ (0)=2, f (1)=0, f (2)=-2.
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3 3 2 2

. X —X o (x=x ) )(x" +xx, +x .

b) Avem f’(x0)=11m—°=11m( o) 0 ¥ %) = lim(x” 4+ xx, + x; ) = 3x; .
X=X x—xo X=X X—XO X=X

In particular se obtine ca f'(0)=0, f'(1)=3, f'(-1)=3.

. .
¢) Avem: f7(0)=lim " = lim(sm o 1) =2 si
x=0 X x=0 X
. sinx+x—m . i
[y = lim AT hm(l L ) .
x=> X—7 x=>7 X—TT

Deoarece sin(x—1)=sinx-cosT—sinT-cosx =—sinx avem ca

f’(n):hm(l—m):l—lzo

X—T
d) Avem:
X X,
PO W BN ) ) IR € ) Lt N
e x—x, = (X=X, )7 +D(xg +1) =% (x—x,) (x> +1D)(x; +1)

. 1—xx, 1-x;
= lim —; > = .
=x (x”+1)(x; +1)  (x, +1)
In particular se obtine: f'(=1)=0, f'(1)=0, f'(0)=1.

EA4. Solutie:
, _|x-1-0  1-x L L
a) Avem f (1)=lm———=Ilim——=-1,1ar f,(1)=lm =lim =1.
=hox-1 —lx—1 ohx—-1 =tx—1
+ — +
b) £/(0)=lim=> b _ i 2 X=0,iar f/(1)=lim> AINTNE L
: x>0 x=0 X x—0 =0 x
x<0 x<0 x>0
— 2_
C) fs'(—l)=limx+1 O=1 si fg,'(—l)zlim)C 1=lim(x—1)=—2.
o o+l ot xtl e
d)
. Tx—T X+ T . m(x—1
, . sin(mx)—sinmw . 2-sin ST . 2sm(x2) T T+ T
f.()=lim————=Iim =lim| ———=% .~ .cos —
‘ ot x—1 ol x—1 -1 n(x-1) 2 )
2
Inx—0 In(1+x—1
=2-1-£-cosn=—n,iar f; () =lim ox =1imn(—x)=l.
2 =l x—1 x=1 x—1

x>1

Sinteza

S1. Solutie:
Se studiaza derivaiblitatea functiei in punctele date:

a) f/(x)(0) =lim(x+[x|+D) =1, £;(0) =limcosx =cos0 =0, deci f (0) = 1.

x<0 x>0
+|x|+1-1 -
e F(=1)=1lim > Pl X_o,
==l x+1 =1 x+1
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.x=2 . x+2
, . cosx—cos2 . St sy . :
 f(2)=lim—————=1lim-2 =—1-sin2=-sin2.

x—2 x—2 x—2 x—2

Asadar graficul functiei f'admite tangente in punctele date.

x+1

l+e
ex+1_e0 2 _1 ex+1_1 1
b)e 7/(~1)=1lim =lne=1, f/(-1)=lim—%=——=lim =—.
)+ 1D =l x+1 Ja=D ==l x+1 —-12(x+1) 2
l+e™ 1+e
- X+l x_l
« O0)=lim—2——2 =jim& =S im& =%,
x>0 X x=0 2x 2x—>0 X 2

Graficul admite tangentd in x = 0 si nu admite tangentd in x = —1.

c¢) Se obtine: f (1) = e, f(2)= % , deci graficul admite tangenta in xo € {-1, 2}.

-1 X

x-1 _1_ -1 x=1 _
e ) =lime 12 @ T il
’ x—0 X x—0 X =0  x e
In(1+2 In(1+2
. f;(0)=hmn(_x)=hm(2.u)=2
x>0 X x=>0 2x

Asadar graficul functiei nu admite tangenta in xo = 0.

S2. Solutie:

a) Functia este continua si derivabila pe R\ {0}.

Studiem continuitatea in xo = 0.

Rezulta ca {0 — 0) = 0, [0 + 0) = —1 deci f este discontinud in xo = 0 pentru oricare a € R.
Functia f'nu este derivabild in xo = 0 deoarece nu este continua in xo = 0.

b) Avem: 2 -0)=4+2a+b,f2+0)=8—a.

Functia este continud in xo =2 dacd 8§ —a =4 + 2a + b deci 3a + b = 4.

Studiul derivabilitatii in xo = 2.

2 A _ 2 _ _
. F1) im > +ax+b—4-2a-b lim> 4+a(x-2) —lim (x=2)(x+2+x) g
x—2 x_2 x—2 x_2 x—2 x_2
, . 4x—a-8+a . 4(x-2)
s f,(2)=1lim =lim =4.
f‘d ( ) x—2 B 2 =2 x— 2
Functia este derivabila in xo = 2 dacd 4 + a = 4 deci daca a = 0.
Din egalitatea 3a + b = 4 se obtine b = 4.
Asadar:
* daca a =0, b = 4 functia este continua si derivabila n xo = 2;
» daca 3a + b =4, a # 0, functia este continud dar nu este derivabild in xo = 2;
* daca 3a + b # 4 functia nu este continud, deci nici derivabila in xo = 2.
)A ) x,x =1
c) Avem: f(x)= .
2x-1, x<1
Se obtine {1 —0)=1, {1 + 0) =1, A1) = 1, deci feste continud pe R.
2x—1—-1 —
De asemenea f/(1) = linllx—1 =2si f,()= lirrllx—i =1, deci fnu este derivabild in xo = 1.
x=> b x— —

x<l
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d) D=1[0,+ ). Avem f{1 — 0) = arccosl +b—bf(1 +0)=a.
Rezulta ca f'este continua in xo = 0 daca a=

1/ 1 1) / f
Pentru a = b rezultd ca f(1) =lim (r— )(x+ 1 x+1 Oi =

-l x— 1 x~>1 (x 1)(x

x>1 x>1

Asadar pentru oricare a, b € R, fnu este derivabila in xo = 1.

S3. Solutii:
a) Deoarece f(1 —0) =—1 =f(1 + 0) functia f'este continud in xo = 1. Se obtine:
— — 2 — —
FO=timET 0§ )z tim X2 iy GZDORD) 5
° x—1 x_l x>l x_l x—>l1 x_l
Rezulta ca xo = 1 este punct unghiular pentru f.
b) Functia este continua in xo = 0.
U X+l . e -1
Rezulta ca f)(0)= 111’101— = hrglx =0s1 f,(x)= hng =1.
x= X x> x—
Punctul xo = 0 este punct unghiular pentru f.
¢) Functia este continud 1n xo = 0.
2
. . -0
Se obtine ca f(0)= hrgl al =0si /,(0)= 1 sinx =1.
x> X
Asadar xo = 0 este punct unghiular.
S4. Solutie:
a) Functia f'este continua in xo = 1.
Se obtine ca (1) =1lim I=x _ St im -1 =—oo  iar

oox-l H \/(1 x)2 izlv
Nx—1 \/ -1 1

=lim =lim = +oo
;z—)l x—1 x—l1 (x 1)2 x—>1 1

x>1 x>1

Asadar punctul xo = 1 este punct de intoarcere.

b) Functia f'este continua in xy = 3.
Se obtine ca f](3) =—eo, f7(3) =+co decixo =3 este punct de intoarcere.

S5. Solutie:

Functiile /51 g admit tangenta comuna in punctul x, dacd f{xo) = g(xo) s1f (x0) = g (xo), adica
punctul de abscisa xy este comun graficelor si tangentele in xq la cele doud grafice au aceeasi
panta.

a) Se obtin conditiile: f{1)=g(1)sif (1)=g(1).
Rezultaca2+a=1+b+bsi2=2+b,adicab=0,a=-1.

b) Se pun conditiile f{1) =g (1), f (1) =g (1) si rezulta egalitatile:
lta+b=2-1+1si2+a=3,decia=1,b=0.

Functiile f'si g fiind de gradul 1 sau 2 graficele lor sunt tangente in xo € D, daca ecuatia
f(x) = g(x) are o solutie reala dubla x,.

a) Ecuatia f{x) = g(x) se scrie X H+bx+b=2x+asaux’+(b-2)x+b—a=0.
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Se pune conditia ca xo = 1 sa fie solutie dubla.
Avem: 1+ (b-2)+b—-a=05i0=A =(b-2)"—4(b-a).
2b—a=1

b _ghid 4cusolu‘giaa=—1,b=0.
—8b+4a=—

Rezulta sistemul de ecuatii {

S6. Solutie:
a) Tangenta la graficul functiei g in punctul xo = 1 are panta

3 +ex+1l—c—4 . 3(x*—D+c(x—=1) . [B(x+D)+x](x—1)
= lim = lim =
x—1 x>l (x=1) x>l x—1

zlirr11[3(x+1)+c]=6+c.

g'(=lim

Panta dreptei y = 7x — 6 este m; = 7.
Cele doua drepte sunt paralele daca m = m; deci 6 + ¢ = 7, adica pentru ¢ = 1.

b) Panta tangentei in xo = 1 la graficul lui f este egald cu
X +ax’ +b—1—a—b . (X =D+a(x’—1)
=lim =
x—1 x>l x—1

m=f'(1)= lin11
= linll[(xz +x+])+a(x+1)]=3+2a

Conditia de paralelism a tangentei cu deapta y = 5x + 1 impune egalitatea 3 + 2a = 5, deci

a=1.
Tangenta in xo = —1 la graficul functiei f'are ecuatia

y—fx0)=f (xo)(x —xp) adicay —f(—-1)=f (-I)(x+1)sauy+1—-a—-b=3-2a)x+1)
care adusa la o forma mai simpla se scrie pentrua=1:y=x+1+b.
Deoarece tangenta trebuie sa aibd ecuatia y =x + 5 se obtine ca 1 + b =5 deci b =4.

S7. Solutie:
Punctele comune ale graficelor sunt date de ecuatia f{x) = g(x).

Se obtine ecuatia x, +(a—b)x, +b—a =0 (1), unde xo € R reprezinta abscisa punctelor comune.
Tangentele in punctele x, trebuie sd aibd aceeasi panta.

Asadar se pune conditia /" (xo) = g (xo). Se obtine 4x¢ + a = 2xo + b de unde a — b = —2xy.
Inlocuind @ — b = —2x, in relatia (1) se obtine x2 +(=2x,)x, +2x, =0 cu solutia xo € {0, 2}.
Asadar rezulta a = b, pentru x, = 0, respectiv a = b — 4, pentru xp = 2.

Se obtin functiile f{x) = 2x* + ax + a, g(x) = x* + ax + a, cu tangenta comuni in x, = 0,
respectiv f(x) = 2 +ax+a+4, glx)= X +(@a+4x+acu tangenta comuna in xo = 2.
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3.3 Operatii cu functii derivabile

Exersare

E1. Solutii:
a)D=R,f (x)=3x"+3,x€ R;

b)D=R,f (x)=2-4x",x€ R;
) D=[0,+ ), f'(x)=1+%

d)D=R,f (x)=3x"+ cosx — sinx, x € R;

, X€ (0, +00);

e)D=(0,+ ), f’(x)=6x2+l, xe (0, +o0);
X

HDD=R,f (x)=2In2+3In3-1,x€ R;

1 1
+

gD=0.%). f,(x)lenZ xIn3

,x€ (0,+ );
h)D=R,f (x)=4cos x + Ssinx, x € R;

ND=(0,+ ) f(x)=2x+

! 3+cosx, x€ (0, +);

xXin
) D=[0 +00)\{+£+kn/k€Z}'f’(x)— L 1 cepvo
. ’ 2 ’ 2Jx  cos’x’
K)D=R,fix)=2x*+2,1 (x)=4x,x€ R;
) D=[0. +0), f'(x) = 1 E(0, +):
’ ’ 33> xIn0,5’ ’ ’
3
m) D=(0, +), f(x)=3log, x+4log, x, f'(x)= + , x€ (0, +0);
xIn3 xIn2
n)D=R\({i§+kn}U{kn/k€Z),
) 2 1 2sin’ x +cos’ x sin® x+1
f'(x)= + = = ; XE D;

cos’x sin’x  cos’x-sin’x  cos’x-sin’x’
p)D=R, f(x)=v2+32, xeR;

qQD=R, f(x):2-2x+%-3"‘, fl(x)=2-2" ln2+%3" In3, xe R.

E2. Solutii:
a) D=(0, +o0), f(x)=log, x+x- !
xln2

1
=log, x+——, x€ (0, +0);
B Xt ( )
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_ () = 2 1 _ Lox=2
b) D=0, + ),f(x)—2x\/;+x i 2x«/;+2x\/; 2x x,xe D\{0}.

2
\/;zlingx\/_:o.

Asadar f'(x)z%x x,xe[0, +o0);

Pentru x = 0 se obtine: f7(0)= lin(} al

¢) D=R, f (x) =sinx + xcosx, x € R;
d)D=R, f (x) =2cosx — x’sinx, x € R;
e)D=R, f'(x)=2"In2@3"-1)+2"=1):3"In3,xe R;

HD=(0,+ ), f'(x)=210g2x+(21nx+1) ! , x€ (0, +00);
X xln2

g D=[0,+ ), f,(x)=(1—%](X+i/;)+(x—\/;)(l+3{/1;2 ] xe (0, +0);

Pentru x = 0 avem:

£(0)= (x \/_)(x+\/_) hmxz—x3x—x\/;—\/;—\/;'%/;:
x>0 §>_())O X
] l 5
6
_hm(x \/_ \/—) hm —hmx—:—limil:_iz_oo;
x>0 r>0 X §>_(>)0 X ;;())0 6 0+
X

hD=R, f(x)=3-3=x*)-B3-x*) =3-3—x%)-(—2x) =—6x(3—x?), xe R;
HD=[0,+ ), f’(x):3-(x—&)2-(x—&)':3(x—&)2(1—L}xe(o,+oo).
2/x

Pentru x = 0 se obtine:

—Jxy —3x2x +3x% —
f’(0)=1m01(x V) =liox XV 43¢ X*F—hm(x 2 _3xdx +3x—x)=0;
§:0 §:0 X x>0

1 |
j) D=(0, + ), f’(x)=1nx+x-—+2-1nx(lnx)’=1nx+1+2£, x€ (0, +o);
X X

k) D=R, f’(x)=sin’ x+x(sin’ x)" =sin’ x+ x-2sin x-cos x, xe R;
DD=R, f(x)=2(x-1e" +(x—-1)’e" =(x-1)e"(x+1)=(x’ -1)e*, xe R.

E3. Solutie:
a) D =R\ {0}, f(x)—¢=—L,xED;

X x
b) D=R\ {0}, f'(x)= & —2—f=—%,xez);

x* x x
o) D=R\ {0, f’(x)=(x_1),x_2(x_1)x,=x_)§+1=iz,xED;

X X X
d)D=R\ (-1} f,(x)z(x—l)’(x+1)—(x—1)(x+1) x+l-x+1 2 LED:
’ (x+1)° (x+1)° (x+1)2’ ’
& D=-R f,(x)z(xz—x+1)’(x2+x+1)—(x2—x+1)(x2+x+1)’=
’ (xX*+x+1)°
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_ x=Dx*+x+1)—2x+1)(x* —x+1) _ 2(=1+x%)
B (x2+x+l)2 _(x2+x+l)2’

xER;

2
xeR;

1—x
DZIR, ’ = )
DD=R /0=
) D=R\{z+2%kx|kE€Z}, fx)=—T* __ 1 ep.
8 ’ (I+cosx)> 1+cosx’ ’

kEZ}, Pl = —(l+sinx) -1

xeD;

h) D=R\{-Z+2kx =
2 (1+sinx) I+sinx

sin x —cos’ x —sin x - cos” x

i)D=IR\{kar,t%+2kn/k€2},f’(x)= ,XED;

sin’ x-cos® x

1 1
(1+x)(x+l—1nx)—(x+l+lnx)(l—x) _ 2(x+1—xIn x)

) D=(0, +00), f'(x)=

(x+1—Inx)’ x(x+1=Inx)*’

x€ (0, +o0);

, 3Jx —2x
k) D=[0, +0), f/(x)=—> =% xe[0, +o0);
) ), f(x) RIS )

ex
DD=R, f(x)=—— x€R:
)D=R. ['(9= 1 s xER:
1+tg
m) D=R\{=Z +kx|k€Z}, f'(x)=—2"_ xED;
2 (1+tgx)
1—2tg x —4tg’x —tg*

n) D=R\{kn, =2 +kn|k€Z!, f(x)=—" €78 yep.

2 (1+tgx)

EA4. Solutie:
a)D=R, f'(x)=3x"—12,x ER. Se obtin solutiile x€ -11}.

b)D=R, f'(x)=6x"—30x+23=6(x"—5x+4), xER.
Multimea de solutii <1;4}.

c)D=D, =R, f'(x)=(2x+6)¢ +(x* +6x—15)e" =e*(x* +8x—9).
Solutiile: x € {1,—9}.

1
d)D=D, =(0,4 ), f(x)=2xInx+x"—=x2Inx+1).
' X

: : 1 : -
Se obtine ecuatia 2Inx+1=0 sau Inx = B cusolutia x=e 2.

—(2x—6)

————— . Solutia x = 3.
(x*—6x+38)

e)D=D,=R—{2,4}, f'(x)=
—2(x* —4+3)

f)D=Df' =|R,f,(x)= (x2—5x+7)2 .

Solutiile xe€<1,3}.
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cos’ x +sin’ x + 2sin x)

9)D=D, =|R—{¢%+2kn

ke Z},f’(x)=

cos” x
: : . ) 1 .
Se obtine ecuatia 1+2sinx =0sausinx = —5 cu solutiile

1
x=7?” 2kn,x=?”+2kn,kez.

3(x*—1) )
hyD=D, =(0,+), f'(x) =———=. Solutiax = 1.
) = ( ), S (x) el
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Sinteza

S1. Solutie:
a) Calculam mai intai:
* (xsinx+cosx) =sinx+xcosx—sinx = xcosx

* (xcosx—sinx) =cosx—xsinx—cosx =—xsinx

Rezulta ca:
£ (xsin x +cos x)'(x cos x —sin x) — (xsin x + cos x)(x cos x —sin x)’
x == =
(xcosx—sinx)’
_ xcosx(xcosx—sinx)+xsinx(xsinx+cosx) x .
(xcos x —sin x)° (xcosx—sinx)*’
b) Avem:
2 n—1 n 2 n—1 n
_ X X X X _ X X X X
fl)y=—e|1+=+—+..+ +—|+e | I+ =+—+. .+ =" —
1 2! (n—=1! n! 1 2! (n—=1)! n!
S2. Solutie:
6x(x—1)—3x>+2 3x’—6x+2
a) fln= 0TI A2 3 —6xh2  p gy

(x=1)° (x=1)*
b) Tangenta in x, are panta m = f" (xo) si este paraleld cu y = 2x — 1 daca m = 2.

Rezultd ecuatia f '(xo) = 2, adicd 3x; —6x, +2 = 2(x, —1)* cu solutiile x, € «0,2}.
¢) Doua drepte sunt perpendiculare daca produsul pantelor lor este egal cu —1.
Tangenta in x( are panta m = f'(x,) iar dreapta y = x are panta m;=1.

) ) .. 1
Se obtine relatia f”(x,)=—1sau 3x; —6x, +2 =—(x, —1)*, cu solutiile x, € {E,%}

S3. Solutie:
x> +1—(x+a)2x _ex(x2+1—2x)
(x> +1)° ’ (x> +1)°

Se obtine egalitatea, dupa reducere: e*(—2ax—2x)=0,Vx ER si rezulta cd a = —1.

Avem: f'(x)=

g'(x)

S4. Solutie:

X+ x+1—(x+m)(2x+1)
(x> +x+1)°

Conditia f”(x) <0,Vx ERconduce la —x*> —2mx+1-m <0,Vx ER.

Se impune conditia A < 0, adicd 4(m° —m+1) < 0 si nu existd m cu aceasti proprietate.

Obtinem f'(x)=

,XER.

S5. Solutie
a) Avem f'(x)=e¢"[x’ +(m+2)x+2m],x ER.

Inegalitatea f'(x,) < 0 are loc pentru xe [-2,2], dacd x = -2 si x = 2 sunt solutii pentru
f'(x,)=0. Se obtine m = 2.
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X

e 1
S(x+D(x+2) (x+D(x+2)
11 1 1
— +—+..+ =
-2 3-4 (n+1)(n+2)
1

+
1 2-3
1 1 1 1 1 1 1 1
=(l—=|+|z—=|+|z |+ +|—- + - =
( 2) (2 3) (3 4) (n n+1) (n+1 n+2)

Rezulta ca

b) g(x)=

S =

n

.

_n+l
n+2 n+2
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3.3.5. Derivarea functiilor inverse (pag...)

Exersare

E1. Solutii:

a) f(x)=3(x"+1)*(x*+1)=3-(x>+1)*-2x=6x-(x" +1)°, xER;
4+ 2

b ="t 2 e,

X+l x+1

’

pn_ I (1=x)_ 2 e
C)f(x)_(l_x)(l_i_x)_xz_l’xe( 1:1)’

1+x

d) f1(x)=

x€ (0,00);

1 ((x Y 1+ a2

\/ X 1+x° 2\/;-(x2+1)2 ,
2 2
1+x

e) f’(x)=ex2+x'ex'(xz)’=ex2(1+2x2),x€ R;
) f'(x)=cos(x* +1)-(x*> +1) =2xcos(x’ +1),x ER;
g) f'(x)=—sin(x>+x+1)-(x* +x+1) =—2x+1)sin(x’ +x+1),x ER;

h) f'(x)= 1' -cosx;xe (0,m);

2+/sin x
2x% +1
i) f'(x)=+x>+1+x- > = ,XER;
\/x2+1 \/x2+1
o 1 v e (x+1)
.]) f(x): '(xe') = ,XE(0,+°°).
24/ xe" 24/ xe”
E2. Solutii:
(I+sin’x)  2sinx-cosx  sin2x
a) f'(x)= = = ,XER;
) S1x) 1+sin® x I+sin®x  l+sinx
(+e") e’
b) f'(x)= = ,XER;
) /) 1+e* 1+e* *
1+sin® x)’ in 2
0 f’(x)=( sin“x)" _ sin2x YER:

2\/l+sin2 X - 2\/l+sin2 X ’
d) f/(x) =cos(xv/x) (xv/x) = %J} -cos(xv/x), x € (0,40):

’

, 1 X 1 1
= |2 |= = ,x€(0,2);
&) f/(x) — [2) e 0

1‘(2) 2\/4_4

e SR 0 U N D S :
f) f'(x) NEE) (x_l) F =1 (x=1n—2x
_(x—l) _(x—l)
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E3. Solutii:

1
a) Pentru x, € (1,+c0)se obtine ca f'(x,) = ———, iar pentru xo = 1, avem:
) 0 € ( ) S o) 2@ p 0

Vx—1 1

lirrll = lirrll =+oo.
i
Rezulta ca domeniul de derivabilitate este (1,4c0).

b) f(x)= 2\1/; e, xe (0,400)=D,..

(x* =1)*,x € (= o0, — 1]U[1, +0)
(1-x*),xE(-1L1)
Functia este derivabild pe R—{—1,1}.

©) f(X)={

Studiem derivabilitatea in x, € <—1,1}.

2 3
f7(=1)=lim [Catd Vi lim(x+1)*-(x=1)’ =0si f(-1)=0.
i::ll x+1 x—-1 ’
Analog se obtine ca f'(1)=0.
Asadar f'este derivabila pe R.

X —X

x>0 fl(x) = ——,
1+e* x $1Lf1(x) 1+e™

d) Pentru x € R—{0}se obtine cd f'(x)= x<0.

Pentru x = 0 avem

I+e™™ e —1
In(1+¢*)—1n2 "2 =)
n — —
£1(0) = lim = lim = lim| —— : =
x>0 X x>0 X x>0 e —1 2-x
x<0 x<0 x<0
2
11} 11 1 |
=1im(e °—)=—ln—=——lne=——
x>0 X 2 2 e
(14 e —In 2 ln(1+e -1 ln(1+e _1) s_1 1
(0 =limndre)=nz _ o = lim L=
x>0 x>0 X x>0 e’ —1 x 2
x>0 x>0 x>0
2

Asadar f'nu este derivabila in xy = 0.

S xe (-1,0)
—arcsin x,x e [-1,0 , J—2 ’
e) f(x)z{ . [ ] Avem f'(x)= 11 X
+arcsin x, x € (0,1) xe (0.1)
V1-x?
Pentrux =0, £/(0) = lim———==—1si f;(0)=lim=——==1.
x> X X
x<0 x>0

Asadar f'nu este derivabila in x = 0.
De asemenea fnu este derivabild in xo=—1.
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arccos x, x € (0,1]

arccos(—x),x € [—1,0] _|m—arccosx,x € [—1,0]
arccos x,x € (0,1]

f)f(X)={

Functia f nu este derivabild in x, € {—1,1} deoarece functia arccos nu este derivabild in

x, € {—1,1}. Pentru x = 0 avem:

T . T
——arcsSimn x ——

. arccosx—arccos(O . .
f7(0) =lim = lim 2 2 si
x—0 X x—0 X
i
TT—arccos x — — arcsin x
£/(0)=1im 2 —lim =1.
x—0 X x—0 X

x<0

Asadar fnu este derivabila in xo= 0.

EA4. Solutie:
a) Functia feste strict crescatoare pe [0,+ee), deci este functie injectiva.

Deoarece f este functie continud, f{0) = 3 si lim f(x) =4co, din proprietatea lui Darboux
rezulta cd f'ia toate valorile intermediare de la 3 la +oo.
Asadar Im /' =[3,+e0) si f este surjectivd. Deci f este bijectiva.
Analog, g este strict crescatoare pe R, deci este injectiva.
Fiind continua si avand lim g(x) =—o, lim g(x) = +eo, rezulta ca Imf=(—0, +0)=R , deci g
este surjectiva.
In concluzie g este bijectiva.
1
f'(x)

Din relatia f(x,) =4 se obtine ca x*+3 =4, deci xo= 1.

b) Rezulta: (') (4)= , unde £(x,)=4.

: 11

Asadar () (4)=——=—

sadar (/™) (4) 02

Analog: (g7) ®)= —— =1 =L
&8 2(2) 34 12

Sinteza

S1. Solutie:
Vx? =1,x € (=0, —1]U[1,+ )
JI—x2,xe(-1,1) '

X
—IZ_,XE(—OO’—I)U(I,+OO)
J'(x)= x__l , D, =R—{-11}
xe (L1

V1=x? ’

a) D=R, f(x)=
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(I-Inx)" _

b) f(x)= = ,x€ (0,e).
4 2J1-Inx  2xy/l-Inx
, 1 2x \
0) f(x)= 2( 2)
2x 1+x
- )
1+x
/ 2 2 2
Dar 2x2 :2(1+x )2 24x :2(1 )262)
I+x (1+x%) (1+x7)
2x ) 2x 2x (x=1*(x+1) 1Y)
De asemenea: 1— > =[1- > 1+ > = 5 > == .
x +1 x +1 x +1 (x*+1) x +1
2
B—— -1,1)
, 1 20-x 21-x et
Asadar f'(x) =—5—- (2 2): 2( 2) =%
ol DT )| 2 e
x*+1 X+l ’ ’

Asadar D, =R — {~1,1}.

’

AC E— 2{fﬁ}
- 1— 2 +Xx
14 x°

2 !
1-x° 1-x 1-x° 4> [1=x7 4x
Avem: 1- | =|1- = [ 1+ = |= - §l | = 5
I1+x I+x 1+x (1+x7) I+x (1+x7)
Rezulta ca:
-1
—— x>0
, (I1+x*) —4x 1+x2’x
PO ey )
[Fcia
Asadar D, =R".
e) f(x)=x&=eh’(x&)=e&l“",iar
f'(x):eﬁ'”(\/;-lnx)':x& ! lnx+£ =x\/;1nx—+2,x>0.
2Jx x NES
f) f(x):eln(x+l)lnx Sl fv(x):xln(x+l) (ln(x+l)(lnx))|:xln(x+l)( lnxl+ln(x+1) ),X>O.
x4+ X

S2. Solutii:
a) D=R, f'(x)=3-(2x> —6x)*-(4x—6),x ER.

Ecuatia f"'(x)=0are solutiile xe€ {0,3,%}.
b) D =[0,x], f'(x) =—2sin xcos x+2sin 2x =sin 2x,xe D.
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Solutiile ecuatiei sin 2x = 0 sunt x € {O’E’H} .

¢) D = (—o0,—5]U[~1,400), f'(x) = x—+3,xe (=0,—5) U (=1, +0) . Solutiile xe &
x> +6x+5
2 6x+2
d) D= (— oo,——]u (0,4 ), f'(x)=—s——,x € D. Ecuatia f'(x)=0 nu are solutii.
3 3x" +2x
e) D=R, f'(x)=(3x*—6x)-3" " In3,x ER. Solutiile sunt xe {0,2}.

12x° — 6x
144X’ =3x" +1)*’

.. .. 1
) D=R, f'(x)= x € R. Solutiile ecuatiei sunt x € {O,E}.

g) D=R, f'(x)=2-¢* +(Q2x+1)e™" -(—2x)=e " (—4x*> —2x+2). Solutiile xe {—L%}.

1 244\ 3 +16x—12 [3x+
h)D=(—§,+oo),f'(x)= ) Fhuhg B N =YY
3 2\/x2+4 3x+8 2(3x+8) ¥ +4

3x+8

Solutiile ecuatiei £’(x)=0 sunt date de ecuatia 3x* +16x—12=0. Rezultd ci x = % eD.

S3. Solutii:

a) Functia f este strict crescatoare pe R ca suma de functii strict crescitoare pe R, deci este

functie injectiva.

Functia feste continud, lim f(x) = —oo, lim f(x)=4co. Din proprietatea lui Darboux rezulta
X—>—o0 X—>+oo

caIm f= R, deci feste surjectiva. Asadar f'este bijectiva, deci inversabila.

' 1
b 1) (3)= ,
) (7)) J'(%)

monotonia lui f).

Se obtine ca (™) (3) =

unde f (xo) = 3. Ecuatia x+2" =3are solutia unicd x = 1 (din

1 1
(1) 142mln2°

S4. Solutii:
a) Funcia feste bijectiva. Intr-adevar, fiind strict crescitoare pe (1,40) ea este injectiva.
Fiind continua si avand: lil’Ill f(x)=—00, lim f(x) =+, rezultd cd multimea de valori a

x>1

functiei este Im /= R, deci f'este surjectiva.

, 1
b) (/') Q=—=2
(M @=75

() (e+2) !

T fet) e
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3.4 Derivate de ordinul doi

Exersare

E1. Solutii:

a) D=R=D,.Seobtine ['(x)=3x"+1si f"(x)=(3x"+1)' = 6x.

In particular f"(—=1)=—6, f"(x)=0.

b) D=R, f'(x)=e"(x+]1),xER, f"(x)=e"(x+2), xER.

Se obtine f"(0)=2, f"(1)=3e.

¢) D=R, f'(x)=cosx—sinx, f"(x)=—sinx—cosx,x € Rsi f"(0)=—1, f"(w)=1.

d) D=[0,+), f’(x)=i+1, x € (0,+®), f"(x)=— x>0,

1
Jx 4xx
2
—x’ x € R. Functia /' este functie derivabild pe R, fiind obtinuta
(1+x*)° | ' |

prin operatii cu functii derivabile pe R . Asadar f'este de doua ori derivabila in x,.

¢) D=R, f'(x)=

CcOS X
. . X
(1+sin )c)2

Functia f/” este derivabild pe D, (operatii cu functii derivabile).

f) D=R—{—%+2kn/kez},f’(x)= eD.

X

e
(14+e")*’

g) D=R, f'(x)= x € R . Functia este de doua ori derivabila.

E2. Solutii:
a) Avem: f(0—0)=0= f(0+0)deci feste continud in x=0. De asemenea,
3
£.(0)= lir%x—2 = 0si £, (0) = 0deci feste derivabila in x,=0.
X—> X

x<0

) 3x7,x<0 e e . 3x? " . 20x° )

Obtinem f'(x) = st rezultd ca: f, (0)=lim——=0, £, (0) = lim =0, deci f
20x°, x>0 X r0
este de doua ori derivabila 1n x¢=0.
i L i cosx,x <0
b) Avem ca f este continua si derivabila in xo=0 i f'(x) =4 _ .
3x*+1L,x>0
Functia f” este si ea derivabila in x,=0, avind f"(0)=0.
) 1= =0 =TS0 o
c) f(x)= ,f'(x) = , =0.
xt, x>0 45, x>0
. e . ¥*Glnx+1),x>0 ‘

d) Functia f este continua si derivabila pe (0,7) s1 f'(x) = . Se obtine

3x?%, x<0

apoica f"(0)=0.

219



E3. Solutii:

a) D=R, f'(x)=4x+5,x€R, f"(x)=4,xER.
b) D=R, f'(x)=3x"—4,xER, f"(x)=6x, xER.
c) D=R,f'(x)=e"+1,xE€R, f"(x)=¢",xER.

1 1
d) D=(0,+), f'(x)=1+—,x>0, f"(x)=——,x>0.
X X

e) D=(0,+00),f’(x)=lnx+1,x€(0,+00),f”(x)=%,x€(O,+00).

f) D=R, f'(x)=e"(x*+2x),x ER, f"(x)=e"(x’ +4x+2),x ER.

g) D=(0,+), f'(x)=2xInx+x,x € (0,+ ), f"(x)=2Inx+3,x € (0,+ ).
h) D=R, f'(x)=2sinxcosx =sin2x,x ER, f"(x)=2cos2x,x ER..

i) D=R, f'(x)=—3cos’ xsinx,x €R, f"(x)=6sin’ xcosx—3cos’ x,x ER .
j) D=R, f'(x)=xcosx,x ER, f"(x)=cosx—xsinx,x ER.

k) D = (0,+0), £'(x) = %x x,xe (0,400), £"(x) = IZSJ;,xe (0, +00) .

kEZ}f’(x)=tgx+ Al

1) D= R—{¢1+2lm
2 cos” x

1 N cos’ x + xsin2x

(%)= ,XED.

cos® x cos* x
3 -6

(x+2)2’f”(x)=m’XED

m) D=R—{-2}, f'(x)=

1—x° 2x(x* —=3)

(x2+1)2’f”(x)= w11y YER

n) D=R,f'(x)=

Sinteza

S1. Solutie:
Folosim formulele trigonometrice:
* sin(x+ y) =sinxcos y +sin ycosx,
* cos(x+y)=cosx-cosy—sinx-siny
) 7T ) T .
a) Avem ° sm(x +5) = s1nxcosE+ smEcosx =COSx §l1

* sin(x+Jr) =sin xcossT +Sin T cos x =—sin x .

Asadar f'(x)=cosx = sin(x +§),f”(x) =—sinx =sin(x+ 7).
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< < .. T . .
b) Se arata ca au loc relatiile: cos(x + By ) =—sinx$i cos(x+7) =—cosx.

S2. Solutie:
Avem f'(x)=e*(8x+10), f"(x) =™ (16x+28),x € R si relatia este verificati.

S3. Solutie:
Avem f'(x)=e€"(sinx+cosx), f"(x)=e"2cosx,x ER.

Inlocuind in relatia dati se obtine cd e*-cosx-(2—a)=0,VYx € R, deci a=2.

S4. Solutie:
Avem f'(x)=e *(=3sinx—cosx)si /"(x) =e **(7sinx—cosx),x € R. Inlocuind in relatia
datd rezultd ca e >*[(9+ab—3(a+b))sinx+(ab—a—b—1)cosx]=0,x ER.

Pentru x = 0 se obtine ab — (a + b) = 1, iar pentru x = % se obtine ab —3(a + b) =-9.

ab—(a+b)=1 a+b=5 . )
conduce la cu solutiile a=2, b=3, si a=3, b=2.

ab—-3(a+b)=-9

ab==6

Sistemul {

S5. Solutie:
Obtinem f'(x)=2ax+b, f"(x)=2a,xER sida+2b+c=9,2a+b=2,2a=28.

Asadara=4,b=-6,c=5si f(x)=4x" —6x+5.

S6. Solutie:
Avem f'(x)=3ax’ +2bx+c, f"(x) = 6ax+2b,x € Rsi se obtine sistemul

—-a+b—c+1=-6
3a+2b+c=-3
12a+2b=4

cusolutiaa=1,b=-4,c=2,iar f(x)=x"—4x" +2x+1.

S7. Solutie:
Se pune conditia ca functiile sa fie continue, derivabile in xy sica f/(x,) = f,(x,) .
a) f(0-0)=0, f(0+0)=c, deci feste continud daca ¢ = 0.
3
+
* £0)=lim™—=
x<0

* £(0)=lim

x>0

= linol(x2 +a)=a,

X +bx?

=lim(x* +bx) =0,

x>0

deci f'este derivabila in xy= 0 pentru a = 0.

. x,x<0 3x%,x<0
Se obtine f(x)= ,f'(x)=

X +bx*, x>0 3x2+2bx,x>0.
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, 3 .
e £/(0)=lim>—=1lim3x=0 si
R

/ 242
* f.(0)= lirrolu = lim(3x +2b)=2b.
xX—> X x>

Rezulta ca 2b =0 deci b = 0.
Asadar f'este de doud ori derivabild in xo=0 dacia=0,b=0,c=0sideci f(x)=x".
¢) f(m—0)=—b, f(w+0)=mx", deci feste continui pentru b =—7".

fs' (7)=—a, fd' (m)=2m, deci f'este derivabild in x, = 7 daca a =-2r.
—2msinx—a’ cosx,x < 71, —2mcosx+m’sinx, x <,

csin x+x*,x>m 2csinxcosx+2x,x> 7

Avem: f(x)= { si f'(x)= {

Se obtine:

e £ (m)=1lim

X<

X—T

—2mcosx+m’sinx—2x . [’ sin(x—o) 1+cosx
=lim| ————— -2 ————
x> x—7 x—7
x<im

2cos? > sinz(n;x)
=27 lim 2 - _Axlim——L =7,
x=>n X—7J x=>7 X—TT
2
)

2csinxcosx+2x—2m (2(x—71)+ sian)
c =

o £, (m)=1lim =lim

X—T x> X—TT X—TT

X>7

— 4 elim sin(2x —2)
y>n X—JT

=24+2c.

2
. ) T =2
Rezultd ca trebuie ca 2 +2¢ =x’deci 2c=—2+n’,c= .

”2
Asadar a = 27w,b=-7",c=—1+—.
b) f(2—-0)=a+13, f(2+0)=4a+b+c, decifcontinua daca 3a + b+ c=13.
fs'(2) =15, fd'(2) =4a+b, deci feste derivabila daca 4a + b = 15.
3x* 4+3,x<2
Rezultaca f'(x)= * ¥ :
2ax+b=<,x>2

Se obtine ca
3x*+3-15 3(x* —4)

e £"(2)=lim———=1lim =1lim3(x+2)=125i
@)= lim = Sl = S = lim3(e )= 123
p . 2ax+b—-15 . 2ax+b—4a-b . 2a(x—-2
* 1, (2)=11max—=11m o 72— lim alx )=2a.
x-=2 x—2 x->2 x—2 X2 x—=2

Rezultd ca 2a =12 sia = 6, apoi b =-9.
d) f(0-0)=b, f(0+0)=5, f(0)=3, deci feste continud pentru b = 3.

: . 27 +ex+8x4+3-3 . x(2x’ +cx+8
7'(0)=lim X" +cx+8x =11mx( X" +ex )=8,
‘ ‘<0 X ‘<0 *
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: ‘+ax+3-3 : o
0)=lm— """ — limx+a=a , deci f'este derivabila pentru a = 8.
d x>0 x>0

x>0
6x° +2cx+8,x<0
2x+8,x>0 .
" . 6 2+2 +8_8 . . " .
Avem: f, (0)=I1im al < =11n01(6x+2c)=2c$1 £ (0)=11n01

x=>0 X
x<0 x>0

Se obtine: f'(x)= {

2x+8—
x88=2'

Rezulta ca2c=2 decic=1.
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3.5 Regulile lui L’Hospital
Exersare
E1. Solutii:
Cazuri —
0

(F=3x+2)' . 3-3_0

a) /=Iim 5 m —=0;
= (x"=1)! =1 2x 2
2—4y 2 1

by (=lim D g 2 L
=2 (x’=8) =23x" 3
3x° 3
¢) £ =1lim al =—;
=>-12x+4 2
2006 x> 2006
d) (=lim——— =
x=1 2007 - x 2007
2
2
e) /=Ilim 3x =—7;
=3 2x—4 2
1+ 2
f)€=limﬂ=—=2;
=0 2x+cosx 1
1 1
(x+1) 1

1—71 0
g)£=lim_¢=(— = lim =
x>0 SIn x + CoS x 0 x>0 cosx+cosx—xsinx 2

cosx+24cos8x _2_

h) /=1lim = 5.
x>0 7cos7x—2cos2x 5
E2. Solutii:
Cazuri de nedeterminare %
. 2sin xcos x . sin2x 0 . 2cos2x 2 1
a) {=1lim - =lim - =|— m——=—=—.
x>0 2x+2sinxcosx x>0 2x+sin2x 0 x=0242cos2x 4 2
3sin3 9cos3
b) £ =lim =t = lim "t =9
x>0 sinx x>0 COS
1— i 1
¢) £ =lim— 3> =lim—— =—.
x>0 3x x>0 6x
d) £=lime"22x+sinx _
=0 2x+1
. 1—cosx . sin x . cosx 1
e) /=1lim =lim =lim =—.
=0 Q" —2—2x x>02x" =2 x>0 2¢" 2
£ ¢ =lim n(n+2)x"" —(n+1)y°x" +1 —lim n(n+2)(n+)x" —n(n+1)>x"" _
=l 2(x—1) x>l 2
_n(n+)(n+2)—n(n+ 1)? _n(n+1)
Bl 2 o2
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E3. Solutii:

oo
Cazuri de nedeterminare —

x>0 x>0 x>0 x>0 ————

2
X

6x”> +4 12
a) £ = lim——— = lim—=2.
R 3C 43 xm bx
1
COmlE T ekl 12kl 123
b)£=11rn—1=11rn4 5 1=1m8 1=1m§=—.
T Ax4l—— " X +x— x x+ x
x
cos2x
¢) ¢ = lim SN2 =1,m(2.sinx cost)zzhm s.inx i SOS*
x>0 COSX 0\ sin2x CoSX x>0 §in 2x x>0 208 2x
sin x
1
1 | .
d) 0= lim—% = Ljjp, 73 _
N L
sin” 3x
2cos2x
e) ¢ =1lim1ESin2x _ 5
x>0 COS X
1+sinx
2x+1
2 2x+1
f) (=lim X2+ — iy =TT
x> 1 x> xT +x+1
E4. Solutii:
Cazuri de nedeterminare 0- c.
1 1
- - 42
2) 1= lim X TIOHD o x el T i —
x> 1 S v x(x+1) o x +1
X x?
b) 7 =lim™—% = lim——— =1
X7 tgx x> 1
cos’ x
1 2x
_ 2 - 2 _1_ 2 2 2_1
&) 1 =lim XTI ED et AT XD
x—0 l x—0 _i x>0 x(x +1) x>0 x°+1
X x’
1
. 1 -
d) l=linol(w(xlnx))=lin01xlnx= 1inolﬁ=nn01¢1= lim(—x)=0.

X
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X X
L 1 '
e’r|— !
= lim ) _lime * =e™ =0.
x—0 1 x—0
x>0 _ x>0
-
1
1 ex+2 1 .
x+2 -
f) 7 = lim = lim **2 ) _ lime™ = ¢* = 4oo
x—-2 1 x—-2 1 x—-2
x>=2 x>-2 x>-2
x+2 (x+2)
Teste de evaluare
Testul 1
Solutii

1. Tangenta la graficul functiei /n punctul (x,, f(x,))are ecuatia
y=rf(x,)=f"(x,) (x—=x,). Aceasta trece prin M (2,1) daca 1- f(x,) = f"'(x,)(2~-x,).
Deoarece f(x,)=f(1)=a+2si f'(x,)=f'(1)=a+3 seobtinecd: 1 -(a+2)=(a+3)-1de

unde a=-2.

X
sin x

= l,fd' (0) =lim x+1_ limL =1, deci f'este derivabila in x(,=0.
=0 x x—=0 x 4 1

2. £.(0) =lim
;t:())() x>0
3.
1 1 x+2
+ 2 = )
x+1 (x+1)"  (x+1)
=2(x*+1)—(1—2x)2x _ x> —2x—2
(x> +1)° (x> +1)*

a) f'(0)=In(x+1)+——, f"(x) = X € (0,+ ).
x+1

1 2x 1—-2x
b ! = —_ = , " =
) (%) X4+l P41 X +1 S

XER
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Testul 2

Solutii

1. Functia este continua si derivabild pe R—{0}. Studiem continuitatea si derivabilitatea in
X():O.

Avem: f(0+0)=0, f(0—0)=a*—1. Functia este continui in xo=0 dacd ¢’—~1=0, deci daci
ae{-11}.

2 .
+x XS x

=0, deci feste derivabila in x¢=0.

Pentru a =1, f (0)= lim=—=0, £, (0= lim
x<0 x>0

Asadar
Pentru « ER—{—1,1}, fnu este continua in x,=0, iar f este derivabild pe R—{0}.

Pentru a € {—1,1}, feste derivabili pe R.

2. 2) f,(x)z(2x—1)(x2+x+22)—(x2:x+2)(2x+1): 22x2—4 .
(x"+x+2) (x"+x+2)

2 2
b) D=R, f'(x)="x* +x+2 +x 241 274 x42)+2x7 +x _

x4+ x+2 x4+ x4+2

ER.

xER.

_ 4x*+3x+4

_—’x
20Xt +x+2

3. a) Caz de nedeterminare % Aplicam regula lui L’Hospital.

2x+1 1
1 2x?+x+1 _E_ .
(=lim=" == =1
2Wx+l 2

b) Caz de nedeterminare = . Se obtine:

1
24—
¢ =fim—x+1 _2+0_2
ea 2340 3
2x+1
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Capitolul IV. Studiul functiilor cu ajutorul derivatelor
4.1. Rolul derivatei intai in studiul functiilor

Exersare
E1. Solutie:
Se verificd continuitatea si derivabilitatea functiei f pe intervalul [a, b], respectiv (a, b).

a) Functia este restrictia unei functii de gradul 2 pe [-3,2], deci este continua si derivabila.
Asadar se poate aplica teorema lui Lagrange.

Avem ca dce (-3,2) astfel incat f'(c) = M , adica :

ho_3o 2727

deundec=—l.
2

b) Functia este continua si derivabila pe [1, e] si se poate aplica teorema lui Lagrange.
Ine—Inl 1 1

Rezulta ca existd ¢ € (1,e)cu f'(c) = -1 sau —= -1 deci c=e—1€(l,e).
e— c e—
¢) Se poate aplica teorema lui Lagrange functiei f.
2)—f1 1
Se obtine ca f'(c) = % =3

2 2 1
Dar f'(x)= deci =—deundec=\/g—1.
S (x+1)° (c+1)?* 3

: S 1 . : :
d) Functia /" nu este derivabild in x, = 5 deci nu se poate aplica teorema lui Lagrange.

E2. Solutie:
Functiile sunt derivabile pe domeniul de definitie. Se studiaza semnul primei derivate.
a) D=R, f'(x)=2x—1, x € R. Alcatuim tabelul de semn si de monotonie pentru f.

X | — o0 ;— + oo
ffx) |- ———— - 0 + +++++
fx) N A
b) D=R, f'(x)=3—3x’, x € R. Tabelul de monotonie:
X|— -1 1 + o0
) [ ———— 0 ++++ 0 — — — —
Jx) N A N

¢) D=R, f'(x)=4x’—16x, x € R. Solutiile ecuatiei /’(x)=0 sunt x € {0,—2,2}.
Rezulta tabelul:

x| —o -2 0 2 +
ffx|l---- 0 +++ 0 ———- 0 ++ + +
f(x) N A N A
d) D=R, f'(x)=(x+1)e", x € R. Avem tabelul de monotonie:
x| — o -1 + o0
x| -—---- - 0 + +++++
f(x) N A
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e) D=(0,+), f'(x)=Inx+1, x €(0,+ ). Ecuatia f'(x)=0 este In x = —1, cu solutia

x=e'. Tabelul de monotonie:

X | — oo 371 + oo
ffx) |—-——-—-— - 0 + ++++ +
J () N A

f) D=(0,+ ), f'(x)=l—l= ol 1, xe (0,+ ). Rezulta tabelul:
X X

x| 0 1 +
ff(x) |[—-———— -0 + +++++
Sx) N A
) D=R\{—1}, f'(x) 2 ED
= -1, f'(x)=—=,x )
& (x+1)?
Tabelul de monotonie:
x| —o0 -1 + oo
ffoy|+++++ + | + +++++
S A | A

Functia f'este crescatoare pe fiecare din intervalele (—oo, 1) si (=1, + ).

4x
h) D=R, f'(x)=———, xER.
) ) f (x) (x2 +1)2 > X
Rezulta tabelul:
x| — o0 0 + o0
ffx) |- ———— -0 + +++++
S(x) N A
E3. Solutie

Se alcatuieste tabelul de semn al primei derivate si de monotonie pentru functia f.
a) D=R, f'(x)=3x"—6x, xER.
Avem tabelul:

X |—o0 _\/5 \/E + oo
ffo|++++ 0 —-——=—- 0 ++++
S(x) A M N m ey

Punctul x=-+2 este punct de maxim local, iar x= V2 este punct de minim local.

b) D=R, f'(x)=xe", xER.
Rezulta tabelul:
x| — o0 0 + oo

ffx)|--- - 0 + ++++
S N m A
Punctul x=0 este punct de minim.
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x> —2x—3

c)D=R\{1},f’(x)=—1,xED.
y—
Rezulta tabelul:
X|— -1 1 3 +
fOO|++++ 0 —= | === 0 ++++
J(x) A M N N om A
Rezultd ca x =—1 este punct de maxim local, iar x =3 este punct de minim local.
—x*—2x
d) D=R, f'(x)=—5——=, xER.
) /@) (x> +x+1)° g
Se obtine tabelul:
X |— -2 0 +

ffx)|----0 ++++ 0 — - — —
Jx) Nom A M N

Rezultd cd x=-2 este punct de minim local, iar x = 0 este punct de maxim local.

2 X1

=——,x€ER.
¥+ X+

¢) D=R, f'(x)=1-

Se obtine tabelul:
X|— —1 | + o0
fx) |++++ 0 ——— 0 ++++

f& 2~ ™M N m A

Asadar, x =—1 este punct de maxim local, iar x = 1 este punct de minim local.

B D=O,HUWL+), f(="2"1 rep.
(Inx)
Avem tabelul:
x|0 1 e + o0
f&|--- | === 0 ++++
S| N | N m A

Punctul x = e este punct de minim local.

g) D=R, f'(x)=(—x*+3x—2)e*, xER.
Avem tabelul:

x| — o0 +1 2 + oo
ffx)|-———- 0 ++++ 0 — - — —
S(x) N m A M v
1
h) D= 17+°°: ,x=—,x€ 1,+°°
) D=[1,+20), [(x) il (1, + o)
Se obtine tabelul:
x| 1 + o0
ffo|]++ + + + + + + +
fjo A~ A

Punctul x=1 este de minim relativ.
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Sinteza

S1. Solutie:

a) Se pune conditia ca functia f'sa fie continud si derivabila in x = 0. Avem:

s f(1-0)=1+a, f(1+a)=5+b,deci este necesar ca a =4+b.
s fi()=2+a, f,(1)=5+2b. Se pune conditiaca 2+a=5+2b.
a=4+b

,cusolutiaa=5,b=1.
a=3+4+2b

Rezulta sistemul: {

b) Se pune conditia ca functia f'sa fie continua si derivabild in x, = .

e f(m—=0)=a, f(m+0)=—a+bm, deci rezultd ca 2a =bs .

s fi(m)=—1, f,(w)=b. Asadar, b=—1 si a:_g.

S2. Solutii
x> +2x-3
D=R\{-1}, f'(x)=———=—,x€ED.
B D=R\=1), [0 =570
Se obtine tabelul de monotonie:
X |- —3 -1 1 +

foy|++++ 0 -=— | —=— 0 ++++
J(x) A M N | NG om

Functia este monoton crescatoare pe intervalele (—oo, —3) si (1, +), descrescatoare pe

intervalele (=3, —1) si (—1,1), x=—3este punct de maxim local, iar x =1 este punct de

minim local.
—2x° +8x _ —2x(x* =2)

b) D=R, f'(x)= e = e ,XER.
Rezulta tabelul:
X — _\/ﬁ 0 \/ﬁ + o0
f(x) |+ ++ + 0 - =0 +++ 0 -- —--
J(x) A M N m A M N

c) D=(0,+), f'(x)=2xInx+x=x2Inx+1), x € (0,+ ).
Se obtine tabelul:

X 0 e_% + o
ffx|--- - 0 + ++++
) N m %
d) D=[l4+w), f(x)=r—T+x—me =22 e (l+)
7 2Wx=1 24x-1’ T
Se obtine tabelul:
X 1 + o0
x| |++ + + + + + + +
S o~ A

Punctul x=1 este punct de minim local.
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2
e) D=R, f'(x)=1- \/ZL ,XER. Ecuatia f’(x)=0 conduce la vx* +1=2x, cu solutia
x +1

V3

X=—. Se obtine tabelul:

X — 00 ﬁ + oo
3
ffx) |+ ++ + 0o - ——-—-—
Sx) A M N
5 2x*—5x+2

1
f) D=(Oa+°°)a f/()C)=_

- 3 = > +2, x€(0,+ ).
x 2(x"+1)  2x(x"+1)

Se obtine tabelul:

X 0 1 2 + o
2
ffx|++++ 0 —— - 0o + + + +
f(x) A M Nom A
3x*—-1) _ x*-1

, x € R\{0,+/3, —/3}.

gbh=,f'(x)=

3 =307 Y =3x)

Se obtine tabelul de monotonie:

x| —oo -3 -1 0 1 3 + oo
ff|+++ + |+ +++0-—-—— — | —=— ——0++ + |+ + ++
S A A M N N m A A
h) D=R, f'(x) ! (1+ 2+1)l al ER

=R, X)=—F—"* X = , X .

1++4/x* +1 (1+ x2+1)\/x2+1
Rezulta tabelul de monotonie:
X — 00 0 + o0
ffx)y|-—— = 0 + ++++
Sx) N m A

1 .(1_ ): 1—x* —x
1+(x+ 1—x2)2 V-2 \/@[H()ﬁ l—xz)]

Se obtine tabelul de monotonie:

X

i) D=[-11], f'(x)= -, x€[-11].

X -1 ﬁ 1
2

fi(x) |+ ++ + 0O - ——-—-—
X

Sz, M N

4 4

- . A |
Punctele x =— 1, x = 1 sunt puncte de minim local, iar x= - de maxim local.
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-2

, X€E (—OO,—I)U(LOO)

) , x*+1
J) D=R, fi(x)=
, x€(—1L1
x’+1 *€( )
Se obtine tabelul de monotonie:
X — —1 1 + oo
ffx|---- ] ++++ | ——-—-=
f(x) N m A M N
S3. Solutie

a) D=R, f'(x)=3x" +m, x ER. Functia este monotoni pe R daci f’(x) are semn constant
pe R.Cum [’ este functie de gradul 2, punem conditia A <0 si se obtine m €[0,+ ).

b) D=R, f'(x)=(2x)e> +2(x* + m)e’* = 2> (x> + x+m), x ER.

Punem conditia ca x> +x+m>0,Vx ER sise obtine cd A=1- 4m: 0, deci me[i, +<>o].
J

¢) D=R, f'(x)=6x>+10mx+6, xER.

Conditiile /'(x)=0 si x R conduc la A =100m> —144 <0, de unde me [—gg]

m 2x*+x—m
d) D=(0,+), f'(x)=2x+1——=——""""—,xE(0,+ ).
X X
Este necesari conditia 2x° +x—m =0,V x € (0,+ ).
Avem ci m® <2x* +x,Vxe (0,+), deci m este cel mult valoarea, minimd a expresiei
2x* +x pe (0,+ ).
Se obtine m <0, deci m € (—, 0).

S4. Solutie
Se obtine ci f(x) = (2x+m)e™ +2e” (x* + mx +1) = (2x> +2mx+2x+m+2)e*, x ER. Se

pune conditia ca ecuatia f’(x)=0, deci 2x° +2mx+2x+m+2=0 si aibi doui solutii reale
diferite. Rezultd cd A = 4(m+1)> —8(m+2)> 0, cu solutia m € (—o0,—/3)U (/3,4 ).

S5. Solutie
—(x*=3x+2)—(m—x)2x—=3) _ x> =2mx+3m—2
(x* =3x+2) (x> =3x+2)

Se impune conditia x> — 2mx +3m—2#0,Vxe D, .

Se obtine f'(x)= ,x ER\{1,2}.

Rezultd cd A=4m* —4(3m—2)<0, cu solutia me (1,2).
Pentru x = 1 obtinem 1> —2m +3m —2=0= m =1, iar pentru x = 2 se obtine m = 2.
In concluzie, multimea valorilor lui m este [1,2].

S6. Solutie

(2x +2b)(x —a) — x* —2bx—5_x2 —2ax—2ab-5

(x—a)’ (x—a)’

Avem: f’(x)=
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Punem conditiile: f’(- 1)=0 si f’(3)=0.

L . |a—ab=2 :
Se obtine sistemul de ecuatii: ,decia=1,b=—-1.
3a+ab=2
i . . L x?=2x-5 e o e
Se verificd apoi ca functia obtinuta f(x)= — verifica proprietdtile cerute.

S7. Solutie

Punem conditiile f(1)=1, f’(1)=0pentru ca A(1, 1) sa poata fi punct de extrem.

Avem: f'(x)=3mx+2nx+ p sise obtin egalitatilem + n+2p=1,3m+2n+p=0(1).
Panta tangentei la grafic in B(0, p) este m= f'(0)=tg45°=1.

Se obtine ca p = 1. Din relatiile (1) varezultacam = 1, n =-2.

S8. Solutie
* Dreapta x = 1 este asimptota verticala. Rezultd ca b = 1.
* Dreapta y = x + 4 este asimptota oblica.

2

+ax+1 +hx+1

Se obtine 1 =m = limﬁzl si 4=n =lim(%—x)=ﬁm%=a+1, deci
x>0 X X—>0 - X—>0 X —
a=3.
, 2 4+3x+1
Functia este f(x)= %, x €ER\{1}
x—
S9. Solutie
Fie ABCD dreptunghiul inscris in cercul de centru O si raza R.
Notam x lungimea laturii 4D, cu xe[0,2R]. (fig. 1) 4 D
Rezultd c¢d AB=+4R*—x*, deci perimetrul dreptunghiului R
X

ABCD este dat de relatia f(x)= 2(x +V4R? — x? ) o
Se obtine ca: B C

VAR? —x* —x

X
f(x)= 2(1——) =2—F—— x€[0,2R).
V4R* —x* 4R* —x* Figura 1
Determindm punctele de extrem ale functiei f.
Avem tabelul:

x|0 RA2 2R
ff(x) |+ ++ + 0 - - - - =
Jx) 4R A~ M N 4R

Rezultd cd x=R+2 este punct de maxim si se obtine cd 4B = Ry2 , deci ABCD este un patrat.

S10. Solutie A D
Fie ABCD un dreptunghi de arie S.
Notam cu x lungimea laturii 4D (fig. 2). . g
Obtinem ca x-AB=S, deci 4B _5 ,
X

S B c
iar perimetrul dreptunghiului este f(x) =2 (x + —), x>0. Figura 2

X

234



Avem f’(x)= 2(1 - %\ si rezulta tabelul de monotonie:
Xy

x| 0 JS + o
ffx) |———— 0 + ++++
JX) N m A ®
Rezultd c¢i x=+/S este punci de minim si AB=——=4/S .

«l

Asadar, patrulaterul ABCD este patrat.

S11. Solutie

Fie O mijlocul bazei [BC] a triunghiului ABC. 4
Notim x = OB. Rezultd ci AB=>1_2% %\

2 gL LS
Prin rotatie 1n jurul bazei [BC] se obtine un corp format din S
doua conuri cu aceeasi baza (fig. 3). N\ AT

Inéltimea conului este x, iar raza sa este

2 Figura 3
OA=+AB* - (——x) —x%.

Rh 2 2 3P Y
Volumul corpului este f(x)=2- ﬂT = TnOA 331 X \/(7— x) -x.

n 9P(P—2x)

Asadar f'(x)= 9p —3Px ——F———
9P2 G 9P2
24— =3Px ———=3Px

Tabelul de monotonie este:

X 0 L 3P
2 2
ffx) |+ ++ + 0O — — — — —
J) A M N
Punctul de maxim pentru f{x) este x =§ cand BC = P, AB = AC = P, deci triunghiul 4BC este

echilateral.

S12. Solutie
a) Functia f'este derivabila pe I,, deci i se poate aplica teorema lui Lagrange.

b) Avem ca exista ¢, € (n,n- 1), cu proprietatea ca f'(c,)=f(n- 1)- f(n) si se obtine ca:
1

izln(n+1)—lnn, deci ¢, =———.
In(n+1)—1Inn

n

<L<l deci
n+l ¢, n

UV | 1 1) .
c¢) Deoarece ¢, € (n,n- 1) rezultd cd —e ( , —] si astfel
c n+l n

n

1 1 .
<In(n+1)—Inn<—,VnE€N (1)
n+1 n
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d) In relatia (1) ddm lui # valori si rezult ca avem:

l<ln2—ln1<l
2 1

L<ln(n+1)—lnn<l
n-1 n

Prin adunarea acestor inegalitati obtinem, dupa reduceri:

1 1 1 1 1 1
—+—+..—+
2 3 n n-1

Asadar l+l+l+...l>ln(n+1)>lnn
1 2 3 n
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4.2. Rolul derivatei a doua in studiul functiilor

Exersare

E1. Solutie

Se stabileste semnul derivatei a doua a functiei f.

a) D=R, f'(x)=2x-3, f"(x)=2, xER.
Rezulta ca functia f'este convexd pe R.

b) D=R, f'(x)=—6x+6, ["(x)=—6<0, xER.
Rezulta ca functia f'este concava pe R.

¢) D=R, f'(x)=3x"—-12, f"(x)=6x, xER.

Tabelul de convexitate:

X — 0 + oo
) |- ——— — 0 + ++++
S — ~_

d) D=R, f'(x)=6x—6x", f"(x)=6—12x, xER.
Se obtine tabelul:

X — 00 l + oo
2
ffx) |+ +++ + 0 - — — ——
f(x) ~— —
! " 6 = .
e) D—R\{—3},f(x)—( +3)2,f( )——( +3)3,xED.Rezultatabelul.
X — -3 + oo
ffx) [+ +++ + | - ————
J&) | ~—— |
- )= 2 =12)
f) D=R, f'(x)= z +4)z,f() (x2+4)3,x€R
Rezulta tabelul:
X — _\/E 0 \/E + o0
ff(x) |- —— - 0 +++ 0O —-——-— -0 ++++
S(x) — ~ —/ ~_
_ ) 6x° (x> —2)
g) D=R\{—1},/'(x)= ( +1)2,f() "y o YEP
Se obtine tabelul:
x |- -1 0 2 + 00
ffx) |+ +++ - 0 —-== 0 ++++
f(x) ~ — — -~
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h) D=R, f'(x)=2x—x")e ", f"(x) =2 —4x+x")e”", xER
Se obtine tabelul:

X — 2- 42 2-42 +
ff(x) |+ ++ + o —-———- -~ 0 + + + +
f(x) ~ — < ~_
1) D=(0,+oo),f'(x)zlnx+1,f”(x)=l, x€ (0,4 00).
X
Functia este convexa pe D.
) 2x (x> +1)> =1 2x°(x*+2)
D= R, ! = + 2’ " =2x— = =
) S = ) = e G e T R T Y T
Se obtine tabelul:
X — 00 0 + oo
ffx)|---- -0 + ++++
J&) | ~_
E2. Solutii
a) D=R, f'(x)=3x", f"(x) = 6x, x ER . Avem tabelul:
X | — o0 0 + oo
ffx)|-—-—-——- - 0 + + +++
S | — I~

Punctul x = 0 este punct de inflexiune.

b) D=R, f'(x)=4x" —12x°, f"(x)=12x* —24x, xER..

X |- 0 2 +
ffx|++++ 0 ——— — —— 0 ++ + +
@) | ~— i — i~

Punctele de inflexiune sunt x =0 si x=2.

¢) D=R, f'(x)=(—x"+2x—De ™", f"(x)=e*(x* —4x+3), x ER. Se obtine tabelul:

X — 1 3 + o
ffx)|++++ 0 — - - — — — 0 ++ ++
S | ~— i —~ i~
—2x 6x* +2)
d) D=R\{-L1}, f'(x)=—5—=.f"'"(X)=—5—3,XED
) { }f(x) (x2_1)2 f (x) (x2_1)3 X
Rezulta tabelul:
X — o0 -1 1 + o
ff(x) |+ ++ + | - - == | ++ ++

Functia nu are puncte de inflexiune.
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2x 2(1—x%)

G)D=Raf(x)=xz+1af(x)=m,x R.
Se obtine tabelul:
X — -1 1 + oo
ffx) |—— - — = — O ++++ 0 ——-——- ———
Jx) ~— I —— i ~_

f) D=R, f'(x)=(1-2x")e™", f'(x) =™~ (4x° —6x), xER.
Se obtine tabelul:

X — 00 _\/g 0 ﬁ + o0
ffx)|---- 0 +4+++0 -———- 0 ++++
f(x) — ~ i ~_ — I /Y~ i ~ -
-1 2x)
D=R\{0}, f'(x)= Jf'(X)=—5—=,x€ED.
2 (04 1) = o /)= e ¥
Se obtine tabelul:
X | — o0 0 + oo
ffx)|-—-——- - 0 + + +++
J@) | ~—— i

h) D=R, f'(x) =sin2x, f"(x) =2cos2x, x ER.
Ecuatia f"(x)=0, adica cos 2x = 0, are solutiile x € {i% +kn|k € Z}. Alcatuim tabelul de

semn pentru a doua derivata:

S 3n T T 3n 5T n
X o L. - - -z had fadad it s t oo
4 4 4 4 4 4 4
S(x) - 0 ++ o —-—-— 0 ++ 0 —— 0 ++ 0 —— 0 + ++
J(x) ' i\ A ERANEAS E 2 T T U S S AN

. . 4
Punctele de inflexiune sunt xk = iz +hikn, ke”Z.

E3. Solutii
. , 2x-3, x<1 ” 2, x<1 .. ) .
a) Se obtine f(x) = * * , f(x)= *=" Rezultd ca functia este convexa pe fiecare
4x -5, x>1 4, x>1
din intervalele (—o, 1) si (1, ). Nu existd puncte de inflexiune.
3x2+1, x<0 6x, x<0
b) Se obtine f'(x)= , ff(x)=492(1-x> .
) S 1+ 22x , x>0 S ) —(2 xz),x>0
x“+1 (x*+D
Tabelul de semn pentru a doua derivata este:
X — 0 1 + oo
o |-—— ——- [+t 0 - -
f(x) — ~_ — i —

Punct de inflexiune este x=1; punctul x=0 nu este de inflexiune deoarece f nu este
continud in x, =0.
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(x+De*, x<0
2x+1, x> 0’
Tabelul de semn pentru f”"(x) este:

= {(x+1)e

5

c¢) Se obtine f”(x) ={

x<0
x>0

X |- —2 0 + o
x| -——- — - — 0O +++ ++++ ++
f(x) — i ~_
Sinteza
S1. Solutii:
a) D=R, f'(x)=4x"—8x, f"(x) =12x" —8, x ER . Se obtine tabelul de variatie:
x |- -2 _ﬁ 0 o 2 + oo
3 3
f(x) - 0 +++++++++ 0 ———— — — 0 +++++
Sx) Nom A M N m A~
Fx)| At 0o - ——-—- 0 + o+t
~_ — I /I ~_
—x*—4x+8
b) D=R\{=2}, f'(x)=———5—, f'(x)= ,XED
) DRV S () == o ) =
Se obtine tabelul de variatie:
x | =° —2-12 2 2+V12 + 00
f’(x) —————————— 0+++++ | ++0 - —— - - - - - - -
Jx) N m A | A M N
£7(x) ++ 4+ ++t A+t /| - — =
~——— ~
O. D=[-L 1], f'(¥) =1~ ———. /(" : €11
. =1 b b x = _—’ x = 2 x - b
1-x (EFSNIE
Tabelul de variatie:
x |-1 0
S [oe) —mmmm 0 — - (- )
() N N N 0 N N N
ffo +++++++ ++++ + o -——-——-—=-"="=-=-=-=----
~_ [ —

d)D=R x)=1+
) ,S'(x) \/—f

Tabelul de variatie:

1
, xER
(x2 +DVx? +1

X — 00 + oo
f(x) + + + + + 4+ + + + + 4+ + + + 4+ + 4+ +
() A A A A A
77(x) + + + + + + + + + + + + + + + + + 4+
——— —

240



e)D=R, f'(x)=(x"+x+De", f"(x)=e"(x’ +3x+2), xER.
Rezulta tabelul de variatie:

X |- —2 -1 +

f(x) + + + + + + + + + + 4+ + + + 4+ + 4+ +

f(x) A A A A A A

ff(x)| T 0o  —-——-—-—- 0 + 4+ 4+ +
~—_ — l — z ~

) D=(0,+c0), f'(x)=x*Blnx+1), f"(x) =x(61nx +5), x& (0,+00).
Rezulta tabelul de variatie:

0 2 1 +
Lz 5 oo}
* e ® e 3
) — - - 0 +++++
Jx) N N N N m A A
- O++++++++++++++++++++++++
S2. Solutie

a) Functia este de doua ori derivabila pe R.
Se obtine: f'(x)=e"[x’ +(a+2)x+a+b], f'(x)=e'[x*+(a+4)x+2a+b+2],xER.
Conditiile f’(1)=0, /(- 2)=0 conduc la sistemul de ecuatii:

2a+b=-3 ) 5
,cusolutia a=—=,b=2.
{bzz 2
S 1 2 X ' x 2 X 1 1 2 X
Rezulta ca f(x)=5(2x —5x+4)e", f'(x)=e"|x 55 =5(2x —x—De",

1
f'(x)= E(sz +3x—2)e", xER.

b) Avem tabelul de variatie:

x| —o0 -2 —l l 1 + o0
2 2
ff O |l+++ ++ + +0- - — — —_—0++ ++ + ++
f(x) A A M N N m A
ffx) [++ + + 0 — - — 0 + ++++++ ++
-~ i — i ~ —

S3. Solutie
Functia este de doua ori derivabild pe R .

Avem: f'(x)=5x"* +3ax> +85, f"(x) =20x’ +6ax,x ER..

Conditia f"(-3)=0 conduce la a=-30.

Rezulti ci f'(x)=5x*—90x*>+85, /"(x)=20x" —180x,x ER.

* Rezolvam ecuatia f”"(x)=0.

Noténd x* =y obtinem 5y° —90y +85=0, de unde y =1,y = 17 si se obtine x € {i l,i\/ﬁ} .
* Rezolvam ecuatia f”"(x)=0.

Se obtine ci 20x> - 180x =0 sau 20x(x* —9)=0, cu solutiile x € {0, -3, 3} .

Se obtine tabelul de variatie:
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x| —oo 17 3 -1 0 1 3 J17 + o0
ff&|+++ +0 - — — -0+ + +0-— - — 0 + + +
f(x) A M N m A M N m A
ffx) |- ——— — - 0 + + 0 - — — - 0 ++ + + +

S4. Solutie
a) Functia este de doud ori derivabila pe R.
Se obtine: f(x)= at—— f() ﬁ,x R.
(x +1)
. . . .. b 2b .
Din conditiile date se obtin relatiile: a + 5= Z,Tz Ldecib=2,a=1.
b) Rezulta ca f{x) = x + 2 arctg x, f’(x)=1+ f() 4x2, x R.
(x2 +1)
Rezulta tabelul de variatie:
X | —o0 0 + oo
/) [+ + + ++ ++ + + 4+ + + + +
fxy| ~ A A A oA A
f(x) +++ +++ o - -----
S5. Solutie
a) Functia este de doué ori derivabila pe R.
_ 3 _ 2
Se obtine: f’(x)= a” —x’ ——. x )—M, R
(x2+a2) (x2+a2)
Ecuatia f”(x)=0 conduce la 2x° - 6a*x=0, cu solutiile x € {O,ta\/g}.
Ecuatia tangentei la grafic in x, =a+/3 este: y— f (aﬁ )= f ’(aﬁ ) (x—ax/g )
Deoarece f (aﬁ )=g, f ’(aﬁ ):—8%, se obtine ecuatia tangentei:
a a
__x 33
7 8a°  8a
Identificand cu ecuatia datd y =—x +§ se obtine ca
W3 3.1 1 .
——==51 —=—,deci a=+3.
s 55 g =g doct a=3
X’ -18
b) f(0)=— . /()= )= —x,x R.
(x +3 )z (x +3)3
Rezulta tabelul de variatie:

x| —o ) 0 V3 3 + o0
f(x) | — — - - - — -0+ + +0-— - - - - -

J) m M
ffx |- - - —-= 0 + + 0 - - 0 +++ ++
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4.3 Reprezentarea grafica a functiilor

Exersare

E1. Solutie
Functiile sunt de doua ori derivabile pe D.
a) Domeniul de definitie: D ER ..

Se obtine ¢ lim f(x)= lim (x* —3x%)=—oo, lim f(x) = +oo

Asimptote. Functia este polinomiala si nu are asimptote.

Intersectia cu axele de coordonate
Ecuatia f{x) = 0 este x’ —3x =0 si are solutiile xe {0,3}.
Graficul intersecteaza Ox in O(0, 0) si A(3, 0).

Studiul folosind derivatele
Se obtine: f'(x)=3x>-6x, f"(x)=6x—-6, x ER.
Rezultaca f'(x)=0=>x€{0,2},iar f"(x)=0=>x=1.

Tabelul de variatie:

X - % 0 1 2 + o
x|+ + + + + 0 ——— ——— —— 0 T o+
f@) |- Ay oy s B s e
o) |- - = = — ——— 0 t+ t+++ ++
— i(—2) ~_
Graficul functiei.
yA
21

b) DER. lim f(x)=+o, lim f(x)=—o

Intersectia cu axele: A(0, 8) si B(2, 0).
Studiul folosind derivatele
Avem: f'(x)=-3x*, f"(x)=—6x, xER.
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Tabelul de variatie:

X — 0 + o0
o) [ - - - - - -0 - - - -
fx) N N N8 N N N
ffO|[+++++++++ 0 — ———————— ——
Graficul functiei.
yll
8
i
0 1 ;\ X
c) DER. lir_n f(x)=40, lim f(x)=—o0
3
Punctele de intersectie cu axele: O(0, 0) si A (5,0) .
Studiul folosind derivatele
Avem: f'(x)=-6x"+6x, f"(x)=—12x+6, xER.
Tabelul de variatie:
X — 0 1 1 e
2
|- - - — - 0 ++ ++ ++ 0 — —— —
(0) M — 0
fx) |t N m A A (1) N
ffx) | +++++++++ o - - —-———-—-
~_ ; l) T
2
Graficul functiei:
VA
M
17—~ !
=<4 / l‘ i
Y
| 1 1 X
4 2
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d) DER. lim f(x)=—o, lim f(x) =+

Punctele de intersectie cu axele: O(0, 0) si A(S, 0).
Studiul folosind derivatele

Avem: f’(x)=5x* —20x°, f"(x)=20x> —60x*, xER.
Tabelul de variatie:

X — ®© 0 3 4
S|+ +++ ++ ++0- — - - - - —-= 0 + o+ 4+ o+
M 4%
Jx) |- % 0) N N
f5(----- - --0-- —-=——= 0 + +++++++++
~— ~— i ~— —

e) DER, lim f(x)=+o»

Intersectia cu axa Ox:

Ecuatia f{x) = 0 se scrie x* —5x* +4=0 sau (x* —1)(x* —4) =0si are solutiile x € {—1,1,—2,2}.

Graficul intersecteaza axa Oy in punctul A(0, 4).
Studiul folosind derivatele

Se obtine: f'(x)=4x —10x, f"(x)=12x* =10, x ER.

V10

Ecuatia f’(x)=0 are solutiile xe {O,i T} , 1ar

ecuatia f”(x)=0 are solutiile x:iN’% :i%.
Tabelul de variatie:

B T , /o

2 6 6 2
ffx) |- == - -0+ ++4++ ++0-- — - —— 0 + + + +
fx) |+ N m A (4M) N N m A
ff| ++++++ ++0-- - ———- -0+ + ++ + ++ +
Punctele de extrem sunt: {—@,—%}(0,4) si [@,—%], iar cele de inflexiune sunt
) A
30 19)(430 19 '
6 '36J| 6 '36]

Graficul functiei este simetric fatd de Oy.
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f) DER, lim f(x)=—c, lim f(x)=+o

Intersectia cu axele de coordonate
Punctul 4(0, 5) este intersectia cu Oy.

Ecuatia f(x)=0se scrie 2x° —3x° +5=0 sau

2x° +2x% =5x* +5=0=2x*(x + 1) = 5(x* = 1) = (x +)(2x* —=5x+5) =0, cu solutia x = —1.
Studiul folosind derivatele

f(x)=6x*—6x, f"(x)=12x-6,xER..

Ecuatia f’(x)=0 are solutiile xe {0,1}, iar ecuatia f”(x)=0 are solutia x =%.

Tabelul de variatie:

1 + o
X — o0 0 - 1
2
f |+ +++ +0- —— —— —— -0+ + +++ ++ +++++
flx) |- A M N N m A A + o
ffx)| - - - --—-—-— == 0 +++ +++ +++++ ++
— i ~___—
Punctele de extrem sunt: (0, 5) si (1, 4), iar cel de inflexiune (%,%\
J
Graficul functiei
— o 1 1 X
2
s
g) DER, lim f(x)=—
Intersectia cu axele
Se obtin punctele 4(0, 16), B(-2, 0), C(2, 0).
Functia este para, deci graficul este simetric fatd de Oy.
Studiul folosind derivatele: f'(x)=—-4x>, f"(x)=-12x>, xER.
Tabelul de variatie:
X — 0 1 + oo
ff O+ ++ + ++ ++ ++ +0—- —— — — - - - - -
M
ffx|l----=-=--- - - - 0O - - - === - - - - -
~— ~—




Graficul functiei

h) DER, lim f(x)=+o0, functia este para.

Intersectia cu axele de coordonate A(0, 1), B(-1, 0), C(1, 0).
Studiul folosind derivatele

f(x)=4x> —4x, f"(x)=12x* =4, x ER. Solutiile ecuatiei f’(x)=0 sunt x € {—1,0,1}, iar

V3

ale ecuatiei f”(x)=0 sunt xe {i T} .

Tabelul de variatie:

+
X — o0 —1 —ﬁ 0 ﬁ 1 %
3 3
S| == =0+ ++ ++ +0- - — —— 0 ++ ++
J(x) |+ N m 7 M Ny m A + o0
)|+ +++++ ++ 0- — - - - — -0+ + + 4+ ++ + +
Graficul functiei
-2 _ ‘ ;
Punctele de extrem sunt: (-1, 0), (0, 1), (1,0), iar cele de inflexiune: [—g,g)[?,g]
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i) DER, lim f(x)==00, lim f(x) =+o0

Intersectia cu axele de coordonate A(0, 1), B(1, 0), C(-1, 0).
Studiul folosind derivatele

f)=x"—x>—x+1, f'(x)=3x" -2x-1, f"(x)=6x-2, xER.
Ecuatia f’'(x)=0 are solutiile xe {0,1}, iar ecuatia f”(x)=0 are solutia x =%.

Tabelul de variatie:

1 1 + o0
X —® -— - 1
3 3

)|+ +++ ++ ++0--— —— -0+ + + + + 4+ + +

f(x) |-~ A A M Nom A A T

ffx)y| - - - = = = — —— — O + + + + + 4+ 4+ + + - - —
Punctele de extrem sunt: (—%,%1(1, 0), iar cel de inflexiune (l,ﬁw

Y Y
Graficul functiei
yA
j) DER, lim f(x)=—o00.
Intersectia cu axele de coordonate O(0, 0), A(1, 0).
Studiul folosind derivatele
f(x)=x>—x*, f/(x)=3x> —4x’, f"(x)=6x—-12x", xER.
Tabelul de variatie:
1 3 + o
X — 00 0 — -
2 4
f |+ +++ ++ +4+40++ ++ +0- — — — —— — — — — —
f(x) — A A A M N N N - %
ffx)y | - == — = — - -0+ + 0 - - - - = - = - - - = =
— iN_/ i —




27

1 1
Punctele de extrem: i, —— | 1ar de inflexiune (0, 0) si | —, —|.
4" 256 216

Graficul functiei
VA

>§

N — 4
EN SR

k) DER, lim f(x)=—o, lim f(x)=—o

Intersectia cu axele de coordonate O(0, 0), A(1, 0).
Studiul folosind derivatele

F)=01-x)1-4x), f'x)=2(x-1)(3-6x)=6(x—1)(1-2x), xER.

1 1
Solutiile ecuatiei f'(x)=0sunt x € {LZ} , iar ale ecuatiei f"(x)=0 sunt x € {5, 1} .

Tabele de variatie

x| 1 1
i 4 2 : T
ffx)|+ ++++++ +0- - - — 0- - -
fx) | —oo / SMN N N -
ffx) |- - - - - - = - - - - - o+ +0 - - - —
~— i ~—— i/
Punctele de extrem: (l ﬂ) iar cele de inflexiune: (l i) (1,0).
4’256 2°16)7 7

Graficul functiei:
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E2. Solutie
a) D=R\{—1}, lim f(x)=1 lim f(x)=1.

Dreapta y = 1 este asimptota orizontala la +o gila —oo .,

Asimptotele functiei
Xl =2 _ i -
Avem f(—1 0)—}1{911)6_{_1 0 +00 si lir_ll}f(x) 0,

Dreapta x = —1 este asimptota verticala bilaterala.
Intersectie cu axele: A(0,—1), B(1, 0)

Studiul folosind derivatele f'(x)= 2 > ,f(x) = —4 T, X€E D
(x+1) (x+1)

Tabelul de variatie

X — 0 -1 +
ffx) [+ + + + |+ + + + +
Ax) 1/ "/ 4= S/ 1
ffx) |+ + + + | - - - - -
~— — ~—

Graficul
A y

|
1 /—
%

v

¢) D=R, lim f(x)=0.Dreapta y =0 este asimptotd la —o0 gila +.

Studiul folosind derivatele
1-x° 2x’ —6x
'(x)=——"—, f"(x)= ,XER
/00 (x* +1)° /) (x* +1)°
Ecuatia f'(x)=0 are solutiile x € {—1,1} iar f”(x)=0 are solutiile x € {0, +/3,—+/3}.

Tabelul de variatie

x — -3 -1 0 1 NE + 00
f(x) |- - - — - o ++ + 0- - — —

Sx) NN N m /M N NN\
f"x) |- - - - 0+ + + + 0 - ——-——- 0+ + +
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Punctele de extrem sunt (— 1, _—1), (1, l)

2 2
iar cele de inflexiune: (—\/3, —?), (0,0), (\/1 ?) .
Graficul functiei
A
y
1 M
20~ I
V3 -1 /T !
[ i\ C i v‘g X »
I .~ 1
m 2

Graficul functiei este simetric 1n raport cu punctul 0.

d) D=R, lim f(x)=1, deciy=1 este asimptotd orizontald la —o gi +o0.

Studiul folosind derivatele:

2x 1-3x
'(x)=—"—, f"(x)=2————,x€ER.
S (x* +1) S (x* +1y
Tabelul de variatie
x NE NE
00 3 0 3 + o0
ffx)y |- - - - — — -0 + + + + + + + +
0
™ TN i N, S i J 1
f,,(x)————0++++ 0- — - — — _
Graficul functiei
ylk
|
i ]
| | >
303 X
3 3

Graficul este simetric fata de Oy, deoarece functia f este para.
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¢) D=R\{=1,1},lim f(x)=0, lim f(x)=0.

Rezulta ca y = 0 este asimptotd orizontald la —oo gila + .
Dreptele x =—1, x = 1 sunt asimptote verticale bilaterale.
Studiul folosind derivatele

2x(x* +5)
fi(x )——, fI(xX)==———57,x€
(x =1y (x 1y
Tabelul de variatie
X —© -1 0 1 —
F@® - - -1 - - - — =~ |]- - = - - -
Sx) 0\ —oo | +oo N\ N —o oo Ny N\ 0
ff(x) |- === === 0+ ++ +|++ + + + +
~— N /) N >~ S~
Graficul functiei
ylk
-1 1 ;
0 x

) D=R\{-1,1}, lir_rlof(x)=—oo, lig.}f(x)=+oo

Intersectiile cu axele de coordonate: O(0, 0)

Asimptote
Dreptele x =—1, x = 1 sunt asimptote verticale
X 2 3
m=limf( )=lim X =1, n=lim( 2x —x)=lim S
x>+ X x>xw xy© —1] A i | x>xw y° —1]

Rezulta ca dreapta y = x este asimptotd oblica spre —o §ispre +oo.
Studiul folosind derivatele

—3x’
Avem X —x—,xED
Sf'(x) (217

Tabelul de variatie

—o0 -3 -1 0 1 V3 +oo
f(x) ++ 4+ 0- - |- -0-—-1]—- -0+ + +

P B e NN e 2B
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Graficul

=y

E - ————— > 44‘ 5

~.

E3. Solutie:
a) D=[0,+),lim f(x)=+c.

Intersectia cu axele O(0, 0)
Studiul folosind derivatele

FE=3E ()= P €0 499).

Functia nu este de doua ori derivabilainx=0si f"(0)= f,'(0)=+oo.

Tabelul de variatie

X 0 +o0
f(x) + + + + + + + + +
fx) o /A /S S e
” | + + + + + + + + +
X
7 D
Punctul x = 0 este punct de minim local.
Graficul
Ay
1 ,,,,,,
|
1 X
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b) D=R, lim f(x)=+o, lim f(x)=+o.
x>+ 00 x>—00

Punctul de intersectie cu axele 4(0, 1).
Asimptotele oblice:

Vx? +1
m=lim f( ) limx—=1, n=1im(«/x2+1—x)=lim 1
xX—>0 xX—>0 X X—>00 X->00 x2 + 1 +x
Dreapta y = x este a51mpt0té oblica spre +o .
Analog y = —x este asimptota la —co.
Studiul folosind derivatele
1
f(x)= , fI(x)= ,xeR
\/x (x> +D)Vx* +1
Tabelul de variatie
—oo 0 +o0
f(x) - - - — = — 0+ + 4+ + +
x) 1)
i too N\ o S e
f7(x) + 4+ + + + + + o+
\_/
Graficul
Ay
y=-—-x y=x
1
0 x
C) D:(—OO,—I]U[I, +°°)a hrP f(x) =too.
Intersectiile cu axele. A(1, 0), B(—1, 0)
Asimptote oblice
2 2
m=lim L = g ¥ =1 gy =L
x>0 X X—>—o0 X——o00 X
[ -1 =
n=lim (Vx° —1+x)=lim ———=0.
o xomee 2 1y
Rezulta ca dreapta y = —x este asimptota oblicd spre —eo.
Analog rezulta ca y = x este asimptota oblica spre +oo.
Studiul folosind derivatele
()=, () =L, xe (o, = DU (1, +22)..

Jx—_

Se obtine ¢ f,'(—1)=—co, £, (1) =+co.

(x> —1)Jx* -1
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Tabelul de variatie

X —oo -1 1 +oo
O 1+ + +
) 4 NN OO S teo
” - - - - - 7]+ + o+
M(E)) | |
T N0V
Punctele x =—1 si x = 1 sunt puncte de minim.
In x =—1 si x = 1 graficul este tangent dreptelor x = —1, respectiv x = 1.
Graficul
| .
-1 0 *
d) D=R, lim f(x)=lim 2= lim ——=0. lim f(x)=+o.
X—=>—0 X=>—x o X>—®% — o x—>+0o0
Dreapta y = 0 este asimptota orizontala spre — .
Studiul folosind derivatele
f'(x)=(x+De", f"(x)=(x+2)e",xER.
Tabelul de variatie
X —oo -2 -1 0 Fo0
f(x) - - - — — — — 0+ + + 4+ + +
Jx) 0N\ N m S/ +oo
£7(x) - - — - -0+ + 4+ + + 4+ + 4+ +

)

Punctele de extrem: (—1, —l) si de inflexiune (—2, _2 )
e

e
Graficul
A y
2 .
- 0 X
P
m
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f) D=(0,+0o0),lim f(x)=+, lirrolxlnx=0.
0

Intersectia cu axele A(1, 0)
Studiul folosind derivatele

Fx)=Inx+1, f”(x)=i,x€(0,+oo).

Tabelul de variatie

x |0 e + o0
ff(x) |- —=— — = 0+ + + + +
X _ 1
Mo N T S S e
m
f7(x) + + + + + + + o+ o+
~N—w—
Graficul
ylk
el 1
0\\/ X
P n4

Graficul este tangent axei Oy deoarece f, (0)=—c.

h) D=(=c0,=1)U(l, +e0), lim f(x)=+c.

Asimptote verticale

linllln(x2 —1)=—c, lim In(x* —=1)=—o0, deci dreptele x = 1, x = —1 sunt asimptote
o1 o1
verticale
Studiul folosind derivatele
f!(x)= 2x , f//(x)=_2_2x2 ,XED
x> =1 (x* —1)
Tabelul de variatie
X — o0 -1 1 + o0
f(x) - - — - = | 7 + o+ + + +
1) +o N N —oo | I =0 S 4o
/70 —— - - - - -
~— ~—

Intersectia cu axele: din In(x* —=1)=0= x* —1=1 cu solutiile x € {—+2,/2}.
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Graficul

=2 2 X

S2. Solutie
x* +ax
Obtinem 1=m = lim——— si
i x> x(x—1)
—1l=n=1lim x_—l—ax_x =1imm=a+l.
s\ x—1 xso X —1
2
Asadar a = -2 si f(x)=%.

Intersectiile cu axele de coordonate 0(0, 0), A(2, 0)
Dreapta x = 1 este asimptota verticald bilaterala.
Studiul folosind derivatele

2x+2

, n _—’ ED
S = €D [ )= s
Tabelul de variatie
— 00 1 + 0
ffx) [+ + + + |+ + + + +
) - N\ 4o |-w /‘ / +
S | o o+ | - - -
v /\
Graficul
Ay
1 /2 x

257



S3. Solutie
X +2x+a

(x+1)

2
Conditia f’(-3)=0 conduce la a =-3, deci f(x) =¢+§_3 , etc.
X

Functia este derivabild pe R\{-1} si se obtine f’(x)=

S4. Solutie
a) A doua bisectoare a sistemului de coordonate are ecuatia y = —x, deci are panta m = —1.

Rezulta ca panta asimptotei oblice este m =—1. Se obtine:

2
—l=m=limw=l, decia=-1.
e x(ax+a) a

b) Functia f'este derivabila pe D.

2
Se obtine ca f'(x) =% +bx_3‘21_12,xe D.
(ax+3)

2
Din conditie f’(0)=0, rezulti cd a = —4, deci f(x)=X—""X" 3_4Z+3 .
—4x

S5. Solutie
Functia f'este de doua ori derivabila pe R.

Se obtine f’(x)=x"+1—-cosx, f"(x)=2x+sinx,xeR.
Avem: lim f”(x)=—oco,lim f”(x)=4co.

X—>—oc0
Notdm g(x)=2x+sinx, xER.

Se obtine: g’(x)=2+cosx >0, Vxe R deci g este strcit crescatoare pe R.
Deoarece g(0) = 0, rezulta ca x = 0 este singura solutie a ecuatiei g(x) = 0.

Asimptotele oblice.

Avem m= limM =lim
X—>oo X X—oo

Se obtine ca g nu are asimptote.

=2, n=Ilim(2x+sinx—2x) =limsin x = nu exista.

x>0 X—>0

(2x+sinx)
X

Studiul folosind derivatele
Functia g este de doud ori derivabild pe R siavem g’(x)=2+cosx, g”"(x)=-sinx,xeR
Ecuatia g’(x) =0 nu are solutii, iar ecuatia g”(x)=0 are solutiile x=km,k EZ.

Tabelul de variatie

x o 3 2 - 0 2 3 4o
f(x) + 4+ + + + 4+ + + + + + o+

Sx) — S S ) /4o
f7(x) - - 0+-0--0++0——-0++0 —— 0 + +
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Graficul

3n m

a

[\)

ﬁ L
=y

Graficul are o infinitate de puncte de inflexiune de coordonate (kw,2km), k€ Z si este
simetric in raport cu originea O.

S6. Solutie
2 2
x"—2ax+b veR.

Derivata functiei este f'(x) ==
(x* +0 )

Panta tangentei in origine este m= f'(0) = b% si trebuie sa fie egala cu 1.
Se obtine »* =1. Tangenta are ecuatia y— £ (0)=1(x—0) sau y=x+ £ (0).

Rezulta ca f{0) = 0. Se obtine % =0 decia=0.
b

Asadar f(x)= 2x .
x” +1

S7. Solutie
a) Fie x, € D punctul de tangenta.

Tangenta in xo are ecuatia y— 1 (x,) = f'(x, )(x —x, ) sau, altfel scrisa :
y=1 ) x+ f(x%) =% f (%)
f(x)=2
S () =x /" (%)= 10°

Identificand cu ecuatia datd y =—-2x+10 se obtine sistemul {

’ 2—2ax—2
Dar f/(x)=% —£&X—<
(x—1)°

ax; —2ax, —2=-2(x, —1)’

Sistemul se scrie: | gx2 +2
0 2% =10

Xy —
Din prima ecuatia se obtine cd x, (x, —1)(a+2)=0. Avem cazurile:

* Pentru xo = 0 din a doua ecuatie se obtine ca —2 = 10, fals.
* Pentru xo = 2 din a doua ecuatie rezultd cd a = 1.
* Pentru a = -2, din a doua ecuatie rezulta ca x, = 1, fals.

Asadar a = 1 si tangenta este dusa in punctul de abscisa xo = 2.

2
b) Functia este f(x)=2 +12
x_

, etc.
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Teste de evaluare
Testul 1

Solutii

1. Solutie
Functia f'este derivabila pe R.

2
Se obtine ca f’(x)=—% —Zax+l-a py, conditia f’(1)=1 rezultd cd a = 0, deci

(x* +x+1)
X . ' 1_X2
X)=————,1ar x)=—x€R
f@) = 0=
Tabelul de monotonie
X —00 -1 1 400
|- - - - - 0+ +0- - - -

O 1NN m /M NN

2. Solutie
a) Conditia pusi: x° +4x+m>0, VxER.
Rezulta ca A=16-4m<0, deci me (4,+o0).

b) Avem: f’(x)=—2X*+4

X +4x+m
Deoarece f'(=2)=0 rezultd cd me (4, +o).
, 2(x+2
¢) Avem: f(x)=In(x> +4xc+9), f’(x) :Z(X—), xem.
x +4x+9
Tabelul de variatie.
—oo —2 +o0

X
f(x) - - -0+ + + + 4+

0N NN o om S S

Punctul de minim x = -2.

3. Solutie
Functia este de doua ori derivabila pe R.

, 1 2x _1-2x 2(x* —x—1)
Avem: x)= — = , xX)=———=.
S ¥+l X+l 1+x° S ) (x* +1)
Tabelul de convexitate

X 1-v5 1+5 oo
2 2

f'"x)y |+ + + + + 0 - - - - 0+ + +

f(x) ~_ i P e i —
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Testul 2

1. Solutie
Avem f'(x)=5x",xeR.
Semnul derivatei

X | T 0 +oo
ff(x)y [+ + + + + 0+ + + + +

oA S S

Punctul x = 0 nu este de extrem.

2. Solutie
—2
F’ xXe (—00, —I)U(l, +°°)
a) f'(x)=
241
Functia nu este derivabild in xe {-1,1}.

xe(-1,1)

b) Semnul derivatei

X —oo -1 1 +oo
o |- -—--— 1T+ +1----

fx) NN m /M N\

¢) Semitangentele in x = 1, au pantele m, = £,(1)=1, m, = f/(1)=1, deci m, -m, =—1.

3. Solutie
2
Avem f”(x) =%. Se pune conditia f'(x,)=—1.
(x+1)
Se obtine ecuatia x; +2x, +(x, +1)* =0 sau 2x; +4x, +1=0 cu solutiile x, ‘2J—rﬁ}_
2
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Testul 3.

1. Solutie
a) Punem conditia f(2—-0)=f(2+0)=f(2).
Rezulta egalitatea 4 +a=2a+b,decia + b=4.Putemlua a=o0eR si b=4—-q.

b) Functia f'este derivabila pe R\{2}.
Studiem derivabilitatea in x, =2.
Avem f/(2)=4, f/(2)=a,decia=4.
Din continuitate se obtine b = 0.

c)Avem 5= f(1)=1+4+a decia=4.
De asemenea 4+b= f'(3)=a=4 decib=0.
X' +4,x<2

Rezultd ca functia feste f(x)=
2x,x>2

2. Solutie
a) Functia f'este derivabila pe [0, 4+ o).

’ — 1 — 4 = X2
Avem f(x)=—"~ (x+2)"  (x+1)(x+2)"

b) Tabelul de monotonie

—00 oo

X
ff(x) |+ + + + + + + + + +

& jo /S Y

¢) Din monotonia functiei f se obtine cd x = 0 este punct de minim. Atunci vom avea ca
F(x)= f(0)=0,Vxe [0, +o0) deci In(1+x)> 2+x2,Vxe [0, +00).

X
3. Solutie
a) D, =[2,+e),D, =R
: s . 1 .
b) Functia f'este derivabila pe (2, +o0) si x)= , lar
) Functia f pe ( ) st f7(x) W
g este derivabilipe R si g’(x)= (x> +3x-5)e".
*+x—6)e" 2 +3x=5)e"
c) limu=(g)=lim(x x—5)e =1lim(2v/x—=2(x* +3x—5)e*)=0.
= W2 O 3 .

2dx—2
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Testul 4

a) Functia f'este de doua ori derivabild pe [0, +o) si

’ 1 2 x* » 2x° +4x°
x)= —1+x" = x)==>—""x2=0
S x* +1 x* +1 S (x> +1)°

b) Tabelul de monotonie

x |0 400
ffx) |+ + + + + + + + + +

f o S/ S 7 +oo

¢) Din tabelul de monotonie se obtine ca x = 0 este punct de minim pentru f.
3

Asadar f(x)= f(0)=0,Vxe[0,+e) sau arctgx>x—%.

3. Tangenta in M are ecuatia y- f(a)= f'(a)(x—a) sau

l-a a —2a a=2_,3-2a
y=—F+—"7F—(-a)="7F"x+"——.
a a a
Punctele de intersectie ale graficului cu tangenta sunt date de sistemul

1—x
y:
xZ

l—-a_a-2
- = (x—a)
4 a a

A doua ecuatie, dupa substitutia lui y, se scrie:
- — - x—a)ax—x—a
1 2x_l 2a=a32(x—a) sau( )(2 _ ):
X a a xXa

Se obtine x — @ = 0 cu solutia x = a si ecuatia de gradul 2, a(ax—x—a)=(a—2)x> cu

a_32(x—a).

solutiile x e % a,—4 2}.
a_

Rezulti ci N( a f( a ))

a-2""\a-2
Se pune conditia ca f'( a )=3.
a-2
a

Notam wu=

) ) ) ) )
si se obtine ecuatia “ —=3 sau 3’ —u+2=0 care se scrie
a— u

(u+1)(3u’ =3u+2)=0 cusolutia u=—1.

Asadar a2 =—lsia=1.
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Probleme recapitulative
Solutii

1. Vom aplica regula lui I’Hospital.
204" =20x" _ 4. 201947 —20-9-x"

a) €=1§£111 2=1) im 2 =10-19—-10-9=100;
1
b) g:]imz—'\”‘*'l:\/z
x->1 1 2’
2Vx+2
_ 1. cosx+2cosx+..+ncosnx _14+2+..4+n_ ;.
¢) {=1lim = =1;
PR | n 2 L 4N 1+2+...+n
5 > ot —
cos” x cos” x cos” nx
N S
o \/1—(8)6)2 B
d) /(=lim————=4;
x>0 2Cc0S2x
.. sinxcos2x+2sin2x-cosx _ ;. cosxcos2x—2sinxsin2x+4cos2xcosx—2sin2xsinx _
e) /=lim =lim =
x—>0 2)(,' x>0 2
=3
X
f) €=lim2x In2+3" In3+4° In4 _In2+In3+1In4
x>0 5In5+6"In6 In5+1n6

2. Din proprietatea partii intregi se obtine ca
x+~/x+1n’ x—1<|:x+\/§+ln2 x] <x+-/x+In’ x si astfel

x+\/§+ln2x—1<[x+\/;+1n2 X]<x+\/§+ln2x
3x+1 3x+1 3x+1 '

Din criteriul cleste se obtine cd / = %

P —x+1-ad'x’ 1-a)x* —x+1
3 0=lim| B2t =@ )i (22D .
we\NxT —x+1+ax e Jxt—x+1+ax
Se pune conditia ca 1-a* =0. Se obtinea =1, a = —1.
Valoarea a = —1 nu este convenabild deoarece se obtine cd / =+

. . —x+1 1
Pentru a = 1 se obtine / =lim = —b=—=-b.
e x’ —x+1+x 2
Din —L-p=1se obtine b=-3.
2 2
4. Avem (= %b—*_c. Se pune conditia ca a + b + ¢ = 0, astfel limita ar fi infinita.
+
Rezulta ¢ =lim—asinx—2bsin2x _ hm—acosx—4bcos2x _—a—4b .

x=0 4x° x20 12x° 0,
Se pune conditia ca —a — 4b = 0.
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Rezults ci Ezlimasinx+8bsin2xzlimacosx+2b0052x=a+16b=1.
-0 24 x -0 24 24
a+b+c=0
Se obtine sistemul ya+4b=0 cusolutiaa=-8,b=2,c=6.
a+16b=24

5. Se studiaza continuitatea in punctele de legatura in rest functiile fiind continue.
a) f(1-0)=2, f(1+0)=a-1.
Functia este continud in x, =1 daca a = 3.

b) Functia este continua pentru a = 0.

, , l+a+b=a+2 '
c) Se obtine cd f este continud daca decia=2,b=1.
4+a=10-2a

6. Functia este continud pe R\{0}. In x = 0 este continui dacd a+1==,b=4.

N

7. Conditiile de continuitate si derivabilitate In x, =0 conduclab =c=1, ae R.
8. Se obtinecda=>bsi2a=-2,decia =b=-1.

10. a) Din continuitate se obtine ca ¢ =—1. Avem:

Fx) = {2ax—3, xe[-1, 0).

2x+b,xe[0,1]
Functia este derivabila daca b = 3.
Egalitatea f(—1) =f(1) implicaa +4=1+b —c.
Se obtinecia=-5,b=-3,c=-1.

b) Functia g este continua fiind obtinuta prin compunerea a doua functii continue fsi g,
2x
1+x°

g(x)=

ax
/ ————[c+aln(x—1)]
11. Obtinem F,(x):[b+c+aln(x+l)) —x+l
X

Asadar trebuie cua =1sic=0.
bx+In(x+1)

X
Deoatece lingF(x) =b+1, se obtine ca b = 0.

In(3)

)

2 2
X X

Se obtine ca F(x)=

Astfel oo=F(2)= =In+/3.

12. Conditia ca f'sa fie continud pe R este ca 2—~/m* +m+1=|m]|.

Obtinem cd Vm* +m+1=2—|m|>0.
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Prin ridicare la patrat avem ecuatia m> +m+1=4—4|m|+m* sau m + 4/m| = 3 cu solutia

m=2 sim=-1.

5
9 34
Se obti =—+1==
e obtine cd o 23 5

13. Functia fare perioada 7=2 daca f(x+2)= f(x), Vxe R.
Avem:

Flx42)= (=1 (x+

a[’”zrz}+b)+3=(—1)“‘]+2 (x+a[§+l]+b)+3=

= (=1 (x+a[2]+b+a)+3 (- 1)‘](x+a[2}+b)+3+( 1) g =
=/(x)+(=D"a

decia =0.

Rezultica f(x)=(—=1)"1(x+b)+3.

Avem: f(1-0)=(=1)(1+b)+3=b+4,iar f(1+b)=(=1)[1+b]+3 si se obtine ci:
b+4=-1-b+3 decib=-1.

Asadar S=0—-1=-1.

Raspuns corect b).

14. Continuitatea functiei in xy = 1
s f(1-0)=p, f(1)=m, f(1+0)=1+¢q deci p=m=1+q.
Derivabilitatea functiei in xo = 1

. f (1)—11mp p

Seob‘g1neS—m+p +g=28.
Raspuns corect e).

fd(l) 3,decip=3=msiqg=2.

15. a) x = 1 este asimptota verticala.
Asimptote oblice

f(x) lim x° -3(x-2)

e m=lim——= > =1, iar
X—>o0 X X—>o0 X —x
(X2 =3x4+6 . —2x+6 _
n=lim|=—————x|=Ilim ==2.
xX—=>00 x—l X—>00 X —

Asadar dreapta y = x — 2 este asimptota oblica spre +oo.
2
+3(x-2
« m=lim ©(72)
¥yt —x

2
n:nm(m_x): lim 4364,

X—>—o0 X — 1 X——c X —

=1, iar

Asadar dreapta y = x — 4 este asimptota oblica spre —oo.

b) Asimptote orizontale

1-x°
. hm f(x)— llm(x/x -1+x)= hm—:O.
eyt —1-x

o lim f(x) =00
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Dreapta y = 0 este asimptota orizontala spre —oo.

Asimptota oblicad spre +oo

[ 2 [.2
. mzlimH—Hzlim(l+x—_1]=2 iar
X

X—>oo X—>o0

X

nzlim(x+ x? —1—2x)=lim(x/x2 —l—x)=lim_—1:0.

X—>oo X—>o0 X—>o0 /xz —1+x

Dreapta y = 2x este asimptota oblica spre +oo.
c) D=R\{0,1}.

Asimptote verticale
* Dreptele x = 0, x = 1 sunt asimptote verticale.

Asimptote oblice

3_ —
. mzlimM:limM:I iar

¥oe X e x? (x=1)
3 2
n:1im(f(x)_mx):hm(w_x):hmx —3x+6_

Dreapta y = x + 1 este asimptota oblica spre +eo.

3 —_—
e m=lim L3 2 jj T 322
X—>—00 X X—>—00 X (x_l)

3 2
n=lim| X122 +23x_6—x = |jm & 2472 -|;3x—6 =1
el W S ¥yt —x
Dreapta y = x + 1 este asimptota oblica spre —oo.

=1, iar

2
16. a) lim f(x) = lim &¥ =¥ +4Inx-2 _0-co-2 1 __
x—0 x—0 2x O+ 0+
x>0 x>0
w [—2x+6+2
. limf(x)=lim_x2 +bx+4lnx_2=(£)L=Hlim — Y l=—o;
xX—> xX—>0 2}7 X—>© 2 ’
L —2x+6+2
b) m=lim_x2+6x+4lnx_2L=Hlim leim—2x2+6x+4=_g=_l iar
X—> 2 xz x-> 4 x X—>00 4x2 4 2
(=X 4+6x+4Inx—2 , x\_, 6x4+4lnx—2 _
n=Ilim +=|=lim—————==3
xX—>0 2x 2 X—=>00 2x

Asimptota oblicad este y = —%+ 3.

c) Panta tangentei trebuie sa fie m = —% .

Se obtine egalitatea f'(x,)= —%.

(6—2x+i)2x—2(6x—x2 +4lnx—2)

_—2x’ —8lnx+12

Avemca f'(x)= e e

3
Din egalitatea f'(x,)= —% rexulta ecuatia logaritmica 8Inx—12 =0 cu solutia x =e2.
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17. Avem: mzlim(g— —412x):—1,iar
x—eo| X X

n=1im(2—x—4lnx+x):lim(2—4lnx)=2.

X—>o0 X X—>o0 X
Asimptota oblica spre +oo este y =—x + 2.
Tangenta are panta f'(x,) si se obtine egalitatea f”(x,)=—1.

Dar f'(x)=—1-41=10x
X

I-Inx,

Ecuatia f’(x,)=-1 se scric —4 =0 deci x, =e.

X0

Punctul de tangenta este M (e, 2—-e —i).
e

. (a=2)x+b
=lim———

X—>00 X 1

18.a) Avem 3=n=Iim =a—2,decia=>5.

xX—>00

(2x2+ax+b 2 )
= = —_2x
x+1

Asadar a=5,beR.

2
b) f(x):”;—jf”?,z):ra\{_l}.

Functia poate avea dreapta x = —1 asimptota verticald daca 2—-5+b#0, deci daca b#3.

19. Avem: f'(x)= 2x+m—2 .
33(x* +(m=2)x+2-m)

f’(x) are sens pe R dacd x> +(m—2)x+2-m#0,VxeR.
Rezultici A=(m—2)" —4(2—m) <0 si se obtine ca me (-2,2).

¢
20. a) Se obtine lim (Mezx =—lim (1+ax)e** =— lim 1+a:c =0.

X——oco 1— x2 X——oc0 xo—e o

2
b) £'(x) =% +2x+a+1+ax.
) (%) -y T1=p

Se obtine cd f'(0)=a+2, £(0)=1 si egalitatea 3(a+2)—1=11 cu solutia a = 2.

2" ,xED.

21. Se obtine
) _[3B3(x +2)7 +33(x—2)" [[(x+2)° —(x—=2)" T{(x+2)” +(x=2)" J[33(x+2)" —33(x—2)"]
[(x+2)" —(x=2)"F

Rezulta ca f’(O):%, £(2)=0, f(=2)=0.

Asadar T =3—23.
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22. Din continuitatea in x, =0 se obtine ca c=In1=0.

Din derivabilitatea functiei in x, =0 se obtine ca —1 = b, iar derivata este:

, L,x<0
f(x): x—l
2ax—-1,x>0
2ax—1+1 %H
- " . — 1 ” i X~ X
Rezulta ca ﬁ,(0)=1xlllolf=2a Slfs(o)zﬁli% X 1v—>0(x 1)x__1

Asadar2a=-1si a= —%.

23. Continuitatea in x = 1 implica 1+a+b+c=0.

Din derivabilitatea functiei fin x, =1 avem f,(1)=f,(1).

arctg(x—1)
x—1

Dar f/(1)=3+2a+b, iar fd'(l):lin} =1.

Asadar 2a+b=-2.
3x* +2ax—2—-2a, x<1
Derivata functiei f'se scrie: f'(x)= 1 .
X =2x+2’ x>l
Se obtine ca

£(1)=lim 32’ +2ax=2-2a-1_ 3( ~D+2a(x=1)

—lin}3(x+l)+2a=6+2a.

x—1 x>l x—1
I 2
2 —(x—1 —(x—1
De asemenea fd"(l)=hmx 2x+2 =lim (x2 ) =lim - (x ) =
x>l x—1 =>(x=1)(x"—2x+2) *1x" —=2x+2

Asadar 64+2a=0 sia=-3,apoib=4sic=-2.

x—o|sinx —(x—om)sinx
24. a) Avem fs’(n)=lim‘ ‘ =lim ( ) =—sinz=0.
x> X—TT x->7 X—TT
x<m x<m
(x—u)sinx

=sint=0.

f/(7)=1lim

x>

X —

Asadar f'(m)=0.

b) f(x) ={
Se obtine:

£(m)=1lim
f(m)=1lim

Asadata f nu este de doud ori derivabilain x =m.

(x—m)sinx, x>T ( {sinx+(x—n)cosx,x>7c
x)=

(m—x)sinx, x<m’ —sinx+(T—Xx)CoST, X< T

sinx+(x—m)cosx

—hmcosx+l1msmx —1+1imESX = _1_1=-2.
X—T X x> X —1TC X7

—sinx—(x—m)cosx
X—-T

=+2.
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25. a) Functia f este suma de functie strict crescatoare pe R, (A(x)=4",g(x)=2"+1), deci
este functie strict crescdtoare si injectiva.
Functia f'este continud, iar lim f(x)=+o0, lim f(x)=0+0+1=1.

Din proprietatea lui Darboux se obtine cd multimea valorilor functiei f este Im f = (1, +<0),

deci f'este surjectiva.
In concluzie f'este bijectiva si inversabila.

b) Fie ix) =y deci 4" +2" +1=y.

Cu notatia t =2" >0 se obtine ecuatia de gradul 2 in :

14373

£ +t+1-y =0 cusolutie acceptabild ¢ = 5

Rezulta ca 2* =¢.

Asadar £ :(1,+00) %lR,f_1 (x)=log, “l+vadx=3

2
Avem (f')'(3)= unde f(x,)=3.
f( ) ’
Din egalitatea 4 +2° +1=3=x, =0.
—1\7 _ 1 — 1 =L
Astiel, (/) )= 0y T a2 s
1 2 1 1
26. =Li(l__2_ =1 p=-1.
2) S (x) 2(x x+1+x+2) dect a=c=75.5

x (x+1)2 (x+2)

b) f'(x) =1 - +—= ]
1

f”(x):l[l— 44 ]_ +—1
21X (x+1) (x+2) x (x+1) (x+2)

1,1 1 1,1 1 1,1 1 11,1
S=|+—=+.+— 2=+ + . A+—F |+ + t— =] —+—.
(13 2} 103) (23 3 113) (33 4 123) 8 1 12°

. s1nx(1 cosx)_ . sinx(cosx—1) = ginx, cosx—1_
27. ¢ =1im =lim =lim lim =
x-=0 x3 tg x>0 x3 COS X x>0 X x>0 xz
X
lim SO8 % l—lim sinx __ 1
x—0 X x—0 2x 2

sinx x—sinx
e (e —1)
28. / =lim - =¢"-lne=1.
x>0 x—sinx
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29. Pentrun=20,/=0.

¢ Pentru n =1 este caz de nedeterminare % }
Aplicam regula lui L’Hospital. /= hng%.
=0 px
ePentrun=1, r=0,
1
entrun =2, {=1im X_ 2
P path 2x 2
e Pentru n >3 avem: £ = lim —SILX = [jy ——COSX

=0 px" 2 w0 p(n=2)x""

e Pentru n =3, €=_?l,iar

pentru n=4, (= 8—1 deci nu se mai obtine limita finita.

=+

Asadar ne {0,1,2,3} sim=6.

30. Notim Vx+1=r=x+1=F =>x=¢ —1.

Rezultd E(1)=~F +4—41+39+7 61 =|1=2|+|1=3|= f(x)=|Vx+1-2|+|/x+1-3]=
5-24x+1,xe (-1, 3]

=<1, xe(3,8) .
2x+1-9,x€[8,4+ )
s e S22 2(2=Nx ) 2(3—x) _ 1.
Avem f'(3)=lim————————=Ilim =lim =——, iar
x23 x—3 x23 x—3 x—>3(x—3)(2+\/x+1) 2
1

£/ (3)= llm—3 =0, deci fnu este derivabild in x, =3.
x —

Analog rezulta ca f nu este derivabild in x, =8.

Avem: f/(3)= —%, £1(3)=0, £/(8)=0, /(8 :%
13

Se obtine S = l+l .
’ 4 9 36

\/4(e —x=1)—x’+(a-3)x’ _i/hm4(e"—x—l)—x3+(a—3)x2
X - x—=0 3 ’

L f(0)=
X

Limita de sus radlcal o calculam folosind regula lui L’Hospital. Avem:
4(e" —=1)=3x* +2(a=3)x I 4e" —6x+2(a—3) 4-2(a—-3)
=lim = .

/=lim 34 0 6x 0,
Se pune conditia 4 =2(a—-3) decia =>5.
4e" -6 _ 1

Rezultda ca / =1lim = .
x—0 6 3

32. Functia este derivabild daca a=be {-1,1}. Se obtine S = 4.
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33. Functia este derivabilda pe R daca a = 2e, b = —.
g <1
Rezultd f(x)=1""~ > "~ .
2ex—e, x>1
+1)e*,x<l .
frny= e asl el 4=2¢-10=20c |
2e, x>1

2n n
34. [=lim~ —2x" —n_=l-a deci este necesar ca a = —1.

x>l (x—1)2 0,
2n-1 n—1 _ 2n-2 _ _ n—2
Avemlzlimznx —2nx =lim2n(2n Dx 2n(n-1)x =
x—1 2(x—1) x—l1 2
2n(2n—-1)-2n(n-1) ,
= :n .
2
5x* 5yt
In(1+x° )= x’ >~In’ (1 5
35. azlimWHimx né( +x):lim1+x +
x—0 X x—0 X x—0 6x5
C (x=In(x+1) x*+x’In(x+1)+...+In* (x+1) o 1=-1=x
+lim > . " =lim————
x>0 X x =0 (1+x7)6x
2 3 4
+limx—ln(2x+1)‘hm|:1+ln(x+l)+(ln(x+l)] +(ln(x+1)) +(ln(x+l)) }:
x—0 X x—0 X X X X
1
=0+5lim—2*H = 5pim X =3
=0 2x =02x(x+1) 2

36. Caz de nedeterminare = . Se obtine cu regula lui ’Hospital

2x+e”
7 =1im X’ +e =lim(ex +2x)1im e’ +3x* _1
wsw 3x? £ 2% wsw\ et 4yt Jaee 22T 4357 2
xt 4
S(x)

37.a) Avem 1=m=1lim =a,decia=1.

X—>00 X

2
Apoi 2=n=lim(f(x)—mx)=lim(be1+2—x)=limM:b+l, decib=1.
X—>00 X—>00 X — X—>00 X —

b) f(x)=%,xeﬂ?\{l}.

¢) Asimptotele sunt y =x + 2, six = 1.

Triunghiul are varfurile A(-2, 0), B(1, 0), C (1, 3), iar S = % .
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39. Avem: f'(x)=e *[-x* +x(2—m)+m],xeR.

Se obtine A=(2—m)’ +4m=m">+4>0,VmeR.

Asadar ecuatia f’(x)=0 are doua solutii distincte, iar din semnul functiei f~ se deduce ca
are doud puncte de extrem.

(ax+\/bx +ex+1 ) a+b=4.

40.a) m=1lim

X—>0

Pentru asimptota orizontald la —eo se obtine ca:

(b—a*)+ex+1
—1=lim(ax+\/bx2+cx+1)=limx(b a)tex

X X \/bx2 +ex+1—ax
Se pune conditia b—a” =0 si rezulti ca:
—1= lim cx+1 =—£ _=—"Cdecic=4
== Ibx? +ex+1—ax —a—b 4
. a+~b=4 .
Din sistemul 5 se obtinea =2, b=4.
a=b
4x+1,x>—%
b) Functia feste f(x)=2x+|2x+1|= .
-1 < —=
> X 5
41. Functia este derivabilad pe D si se obtine ca (x)—w
(bx+2)
o, , i 2a+64b=32 )
Conditia /' (-8)=0, f'(4)=0 conduce la sistemul , cusolutia
2a+16b=-16

b=1,a=-16, deci f(x)—2x( ‘+116) f:RV{-1} 5R.

42. a) Cele doud asimptote trebuie sa fie asimptote verticale. Se pune conditia ca ecuatia

x* +x+m=0 si admiti doui solutii reale diferite. Rezultd cd A=1-4m >0 deci m< % .

+1
b) f(x)= u , [ :R — R. Graficul intersecteaza axele in 4(0, 1) si B(—1, 0).
Asimptote obhce.
+1y +1y 2
* m=lim L:l,nzlim (;C—)—x :limM:Z deci dreapta
=t x (xF +x+1) xorel X" +x+1 ¥ote xT +x+1
y=x+2 este asimptota oblica la teo.
Studiul folosind derivatele
(x> +2)(x +1) —6x(x+1)
s f'(x)= ,XER; "(x)=———,xER
S (x> +x+1) S (x> +x+1)
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Tabelul de variatie

—o0 -1 0 +oo

X
f'(x)

+ + +0+ + + + +

fx)

—o /S 4eo

f7(x)

— 0+ ++0- —
— T~ . >~
1 1

ylk

Graficul este tangent axei Ox in x

-1
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